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Rechenoperationen
und Rechengesetze

Monotoniegesetze (a, b, c € R)

a<bob>as(b-a)>0

Aus a<b folgt a+c<b+c Aus a<b folgt —a>-h.

Aus a<b folgt a-c<b-c (c>0). Aus a<b folgt a-c>b-c (c<0).
Aus a<b folgt 1>1 fir a>0.

Kehrzahl  Zueiner Zahl a € R\{0} heiBt 1 Kehrzahl von a. Es gilt a- 1 =1.
Gegenzahl Zu einer Zahl a heifit -a Gegenzahl von a. Es gilt a + (-a) = 0.
und Betrag Zahl und Gegenzahl haben auf der Zahlengeraden denselben Abstand vom Nullpunkt.
Betrag einer Zahl
lal ={ a fir a=0 Der Betrag einer Zahl entspricht dem Abstand der Zahl vom
-a fir a<0 Nullpunkt auf der Zahlengeraden.
lal=1-al la-bl=1lal-Ibl; la:bl=1lal: bl
|a+bl=|al+|b| (Dreiecksungleichung) |a+b|=]|lal-I|bl|
a1 +ay+ ... +ay| s |aq| +|ag] + ... +|a,]
Term- Binomische Formeln
umformungen 2o 42424p + b2 (a-b)2=a2-2ab +b?
(@+b)@-b)=a2-b?
(@a+b)3>=a3+3a2b+3ab2+hb3 (@a-b)3=a3-3a2b+3ab2-b3

(@+b)t=a*+4a3b+6aZb2+4ab3+b* (a-b) =a*-4a3b+6a2b2-4ab3+b*

Binomischer Lehrsatz

@+bn-an+ <q>a“‘1b+ <2>an-2b2+ o (n'l1)abn-1 N <2)bn=k§0(ﬂ>an-kbk

Terme der Form (a + b)" kann man auch mithilfe des Pascal’schen Dreiecks als Summe
schreiben:
Pascal’sches Dreieck

1
n=1 1 1 (@tb)'=a+b

n=2 12 ] (@+b)2=a2+2ab+b?

n=3 1 3 3 1 (@+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3

n=4 1 4 6 4 1 (@a+b)*=a%+4a%b +6a2b2+4ab+b*

n=5 1 5 10 10 5 1 (@a+b)>=a°>+5a*b+10a3b2+10a2b3+ 5ab* + b>

Potenzen und
Wurzeln

Definitionen und Begriffe

Potenzen
a"=a-a-a-...-a
gde---’c
n Faktoren
a € R\{0} heiBt Basis (Grundzahl), n € N* Exponent (Hochzahl).
al=a a=1 (a+0) an=2 fir a+0 00 ist nicht definiert.
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Gleichungen und
Ungleichungen

Aussageform
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Wertgleiche Terme - Termumformungen
Zwei Terme sind wertgleich, wenn sie fiir alle Einsetzungen der Variablen denselben
Wert haben.

Mit einer Termumformung formt man einen Term unter Verwendung der Rechen-
gesetze in einen wertgleichen Term um.

Gleichungen und Ungleichungen
Verbindet man zwei Terme T, und T, durch ein Gleichheitszeichen (Ungleichheits-
zeichen), so entsteht eine Gleichung (Ungleichung).

Enthalten T, und T, keine Variablen, also nur Zahlen, so stellt die Gleichung
(Ungleichung) eine Aussage dar, die entweder wahr oder falsch sein kann.
Beispiele: 3+5=10-2 wahr 2-6>6-1 falsch

Enthalt mindestens einer der beiden Terme eine oder mehrere Variablen, dann ist
die Gleichung (Ungleichung) eine Aussageform. Wenn man fiir die Variablen Zahlen
einsetzt, wird die Aussageform zu einer wahren oder falschen Aussage.

Beispiele: 2x-1=5x+2 2x-1z5x+2

Alle Elemente der Definitionsmenge D, die beim Einsetzen eine wahre Aussage er-
geben (die Gleichung (Ungleichung) erfiillen), sind Losungen der Gleichung (Unglei-
chung). Sie bilden die Losungsmenge L der Gleichung. L ist eine Teilmenge von D.

Losbarkeit von Gleichungen und Ungleichungen

Eine Gleichung (Ungleichung) heifdt beziiglich einer Grundmenge G
allgemeingiiltig, wenn L =G ist,

I6sbar, wenn L=+ {} ist,

unlésbar, wenn L={} ist,

Aquivalenz von Gleichungen und Ungleichungen

Gleichungen (Ungleichungen), die beziiglich einer Grundmenge dieselbe Losungs-
menge haben, heiflen zueinander dquivalent beziiglich dieser Grundmenge. Sind
zwei Gleichungen (Ungleichungen) zueinander aquivalent, setzt man das Zeichen <
zwischen sie.

Aquivalenzumformungen von Gleichungen und Ungleichungen
Umformungen, die eine Gleichung (Ungleichung) in eine dazu dquivalente Gleichung
(Ungleichung) umformen, heien Aquivalenzumformungen.

Wichtige Aquivalenzumformungen bei Gleichungen sind:

- Termumformungen der Terme auf der linken und rechten Seite der Gleichung,

- die Addition (oder Subtraktion) derselben Zahl oder desselben Terms auf beiden
Seiten der Gleichung,

- die Multiplikation beider Seiten mit derselben von null verschiedenen Zahl bzw.
die Division beider Seiten durch dieselbe von null verschiedenen Zahl.

Ungleichungen kann man mit denselben Aquivalenzumformungen |8sen. Multipliziert
man aber eine Ungleichung mit einer negativen Zahl bzw. dividiert man durch eine
negative Zahl, so muss man das Relationszeichen umdrehen. Vertauscht man die Seiten
einer Ungleichung, so muss man das Relationszeichen ebenfalls umdrehen.

Man versucht beim Lésen einer Gleichung, die gegebene Gleichung durch Aquivalenz-
umformungen so umzuformen, dass man die Lésungsmenge ablesen kann. Dazu sollte
die Variable zum Schluss allein auf einer Seite der Gleichung stehen.
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Gleichungsarten Gleichungen und

X . Ungleichungen
Lineare Gleichungen (a, b, c € R)

Anzahl der Variablen eine zwei

Normalform ax+b=0 ax+by=c
(@,b=const; a*0) (a,b,c=const; a b+0)

Lésungsmenge L= {_9}

a L={{x;y}|xEIR und y=—%x+%}
Quadratische Gleichungen (a, b, ¢, p, g € R)

Aligemeine Form Normalform

ax2+bx+c=0 (3, b=const; a+0) x2+px+q=0 (p, q=const.)

2
Diskriminante: D=b2-4ac Diskriminante: D = pT -q

Losungen: Losungen:

D = 0: genau eine Losung (Doppellésung) D = 0: genau eine Losung (Doppellosung)
X1=X2= 795 X1=X2=-35

D > 0: zwei Losungen D > 0: zwei Losungen

D < 0: keine Lésung in R D < 0: keine Lésung in R

Zerlegung in Linearfaktoren:
ax2+bx+c=a(x-x)(x-xp)=0

Zerlegung in Linearfaktoren:
x2+px+q=(x-x)(x-x)=0

Satz von Vieta:

Satz von Vieta:
< X1+ X,=-p und X4X,=q

Xt X;=-73 und XqX; =7

Biquadratische Gleichungen

Gleichungen 4. Grades der Form ax*+bx2+c=0 bzw. x*+px2+q=0 heifen biqua-
dratische Gleichungen. Sie kénnen durch die Substitution x2 =z auf eine quadratische
Gleichung in z zuriickgefiihrt werden: az2Z+bz+c=0 bzw. z2+ pz +q=0. Hat diese
Gleichung die nichtnegativen Lésungen z; und z,, so sind x4, =*\Z7 und X3 4 =*\Z;
die Lsungen der biquadratischen Gleichung.

Gleichungen hoheren Grades (a; € R; x; € C; n € N¥)

Eine Gleichung der Form a,x"+a,_1x" "1+ ... +a,x2+a;x+a,=0 (a, +0) heifdit
(algebraische) Gleichung n-ten Grades.

Dabei heilt P,(x) =a,x"+a,_¢x"~ 1+ ... +a,x2+a,x +a, Polynom n-ten Grades.

Fundamentalsatz der Algebra

Jede Gleichung n-ten Grades hat in der Menge der komplexen Zahlen mindestens eine
Losung. Beriicksichtigt man die Vielfachheit der Losungen, so gibt es in der Menge der
komplexen Zahlen genau n Ldsungen.

r
Wenn x4, Xy, ..., X die Losungen mit den Vielfachheiten o, oy, ..., o sind, soist > o =n
und die Gleichung hat die Produktdarstellung =1
A (X = XM (X = X9)%2 ... (X = Xp_ )% (X = x )% = 0.
Speziell fiir n verschiedene Lésungen x4, X, ..., X, ergibt sich
an (X = X)) (X = Xg) oo (X = Xy - ) (X = %) = 0.
Das Polynom P, (x) zerfallt entsprechend in Linearfaktoren.

Ist z=a+bi (z€ C) eine Losung, so istauch z =a - bi eine Losung mit der gleichen

Vielfachheit wie z. 15
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Eine Gleichung n-ten Grades hat in der Menge der reellen Zahlen hochstens n reelle L6-
sungen. Ist n ungerade, so hat die Gleichung mindestens eine reelle Losung, fiir gerade
n muss es keine Losung geben.

Die Losungen sind die Nullstellen der ganzrationalen Funktion P, (x).

.Reelle Version des Fundamentalsatzes der Algebra“:

Jedes Polynom P, (x) =a,x"+a,_1x" "1+ ... +a,x2+a,x +a, mit reellen Koeffizien-
ten a; € R lasst sich als Produkt von linearen und/oder quadratischen Faktoren mit
reellen Koeffizienten schreiben. Dabei haben die quadratischen Faktoren keine reellen
Nullstellen.

Zum Losen von Gleichungen n-ten Grades:

Ist P, (x) ein Polynom n-ten Grades und 3x3+6x2-3x-6=0. xq=1 istLosung.
X1 # 0 eine Losung der Gleichung Bx3+6x2-3x-6):(x-1)=3x2+9x+6
P,(x) =0, so kannman P,(x) mithilfe -3x3-3x%)
der Polynomdivision ohne Rest durch 9x2-3x
(x = x4) dividieren. -(9%x2-9x)
Man erhalt ein Polynom (n - 1)-ten 6X-6
Grades: P,(x) = (x = X4) P, _ 1 (%). -(6x-6)
0

X2=_1 X3=_2
3x346x2-3x-6=3(X-TKX+ND(X+2)

Bruchgleichungen

Eine Gleichung, bei der mindestens ein Bruch mit der Variable im Nenner vorkommt,
hei3t Bruchgleichung. Die Defintionsmenge umfasst alle Zahlen, fiir die alle vorkom-
menden Nenner ungleich null sind.

Durch Multiplikation mit dem Hauptnenner entsteht eine Gleichung n-ten Grades. Es
ist zu priifen, ob die Losungen der entstandenen Gleichung zur Defintionsmenge der
Bruchgleichung gehoren.

Wurzelgleichungen

Eine Gleichung, bei der die Variable mindestens einmal im Radikanden einer Wurzel
vorkommt, heifit Wurzelgleichung. Es kann sich um Quadratwurzeln oder um Wurzeln
mit beliebigen Wurzelexponenten handeln. Die Defintionsmenge umfasst alle Zahlen,
fiir die alle vorkommenden Radikanden nicht negativ sind.

Lasst sich durch Aquivalenzumformungen der Wurzelterm isolieren, so kann die entste-
hende Gleichung durch Potenzieren beider Seiten eventuell gelost werden. Da Poten-
zieren aber keine Aquivalenzumformung ist, muss man unbedingt eine Probe machen.

Exponentialgleichungen

Eine Gleichung, bei der die Variable mindestens einmal im Exponenten einer Potenz
auftritt, heif3t Exponentialgleichung. Zum Lésen kann man die Gleichung logarithmieren
und die Variable isolieren. Kann man die Gleichung auf die Form aX=b mit a,b € R,
a,b>0 und a#1 bringen, soist x =log,(b) Losung der Gleichung.

Logarithmusgleichungen

Eine Gleichung, bei der die Variable mindestens einmal im Argument eines Logarith-
mus (also im Numerus) auftritt, hei8t Logarithmusgleichung. Kann man die Gleichung
auf die Form log,(x) =b mit a,x€ R, a,x>0 und a#*1 bringen, so ist x = aP
Losung der Gleichung.



