
In der Chia Chang Suan Shu (Neun Bücher 
arithmetischer Technik), einem über 2000 
Jahre alten chinesischen Rechenbuch, wird ein 
Riedgras erwähnt, das täglich seine Länge ver-
doppelt.
Das Riedgras hat zu Beginn der Beobachtung
eine Länge von 1 Fuß.
Wann ist es 4 Fuß bzw. 8 Fuß lang?
Wann ist es 5 Fuß lang?
Benutzen Sie dazu Fig. 1.

Gleichungen, bei denen die Unbekannte x in einer Potenz auftaucht, können folgende Form 
haben:  x3 = 125 (x als Basis)  oder  2x = 16 (x als Hochzahl).

Die Gleichung  x3 = 125  heißt  Potenzgleichung und hat die Lösung  x =  
3
 90000000000 125   = 5.  Die Lösung ei-

ner solchen Potenzgleichung wird „Wurzel“ genannt, im Beispiel „dritte Wurzel aus 125“.

Die Gleichung  2x = 16  heißt  Exponentialgleichung und lässt sich in diesem Fall leicht lösen, da 
16 eine Potenz von 2 ist:  16 = 24,  also ist  x = 4.  Die Gleichung  2x = 5  ist auf diese Weise nicht 
lösbar, da man keine einfache Darstellung von 5 als Zweierpotenz findet. Am Graphen der Funk-
tion f mit  f (x) = 2x (Fig. 2) kann man erkennen, dass 2x jeden beliebigen positiven Wert anneh-
men kann, sodass Gleichungen der Form  2x = c  mit c > 0 immer lösbar sind, also auch die Glei-
chung 2x = 5.  Die Lösung lässt sich näherungsweise am Graphen von f ablesen (Fig. 2). Es ergibt 
sich x ≈ 2,3. 

Die Lösung x einer solchen Exponentialgleichung ax = b wird  Logarithmus genannt, im Beispiel 
„Logarithmus von 5 zur Basis 2“, und man schreibt kurz  x = log2 (5).  Dieser Logarithmus ist also 
die Hochzahl zur Basis 2, sodass die Potenz den Wert 5 ergibt.

Dies lässt sich auf jede positive Basis a mit a ≠ 1 übertragen. Zu jeder positiven Zahl b gibt es 
genau eine Zahl x, sodass  b = ax  gilt. Diese Zahl x heißt  loga (b).

Der Logarithmus von b zur Basis a (a > 0, a ≠ 1, b > 0) ist diejenige Hochzahl, mit der man 
a potenzieren muss, um b zu erhalten. Man schreibt kurz  loga (b).
Die  Exponentialgleichung  ax = b  ist gleichwertig mit der Gleichung  x = loga (b).

f (x) = 2x
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Zur Familie der Ried-
gräser (lat.: Cyperaceae) 
gehören Wollgräser, 
Binsen und Seggen. 
Ried gräser sind an ihrem 
dreikantigen Halm zu 
erkennen.
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4 Exponentialgleichungen und Logarithmen

„Logarithmus = 
Hochzahl“
2x = 5
„2 hoch wieviel ist 5?“
Logarithmus: 
x =  log 2  (5)
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Logarithmuswerte kann man nur von positiven Zahlen bestimmen, da Potenzen ax für a > 0 stets 
positiv sind. Die Operationen Potenzieren von a und Logarithmieren zur Basis a sind Umkehrope-
rationen und heben sich also gegenseitig auf:

 log a  (ax) = x  und   a loga (b)  = b.

Für das Rechnen mit Logarithmen gelten bestimmte Gesetze, die sich aus den Potenzgesetzen 
ergeben, da diese ja eine Aussage über die Hochzahlen, d. h. die Logarithmen, machen. 
So gilt z. B.  8 · 32 = 23 · 25 =  2 3 + 5  = 28.  Betrachtet man hierbei die Hochzahlen, so gilt 
log2 (8 · 32) = 3 + 5 = log2 (8) +  log 2  (32).

Allgemein lässt sich das Potenzgesetz  ax · ay = ax + y  im Blick auf die Hochzahlen folgenderma-
ßen formulieren: Die Hochzahl des Produkts zweier Potenzen (zur selben Basis a) ist die Summe 
der Hochzahlen der beiden Potenzen. Ersetzt man hierbei das Wort „Hochzahl“ durch „Logarith-
mus“ so erhält man das erste Logarithmusgesetz: Der  Logarithmus (zur Basis a) des Produkts 
zweier Potenzen ist die Summe der  Logarithmen der beiden Potenzen. Als  Formel:
log a  (u · v) =  log a  (u) +  log a  (v).

Ebenso folgt aus dem Potenzgesetz  ax : ay = ax – y  das Logarithmusgesetz
 log a  (u : v) =  log a  (u) –  log a  (v).  Schließlich ergibt sich aus dem Potenzgesetz  (ax)y = ax · y  das 
Logarithmusgesetz   log a  (ur) =  r · log a  (u).

Regeln für das Rechnen mit Logarithmen
Für  a > 0,  a ≠ 1,  u > 0,  v > 0,  r * R  gilt:
1.   log a  (u · v) =  log a  (u) +  log a  (v) Multiplizieren ¥ Addieren
2.   log a  (u : v) =  log a  (u) –  log a  (v) Dividieren ¥ Subtrahieren
3.   log a  (ur) =  r · log a  (u) Potenzieren ¥ Multiplizieren

Beispiel 1 Logarithmen bestimmen ohne Taschenrechner
Bestimmen Sie den Logarithmus. Begründen Sie Ihr Ergebnis.

a)  log 2  (8) b)  log 10  (100 000) c)  log 9   (   1 _ 81   )   d)  log 3   (  90000000 27   ) 
 º Lösung:

a)  log 2  (8) = 3, denn 23 = 8   oder log 2  (8) =  log 2  (23) = 3
b)  log 10  (100 000) = 5, denn 105 = 100 000   oder log 10  (100 000) =  log 10   ( 105 )  = 5

c)  log 9   (   1 _ 81   )  = – 2, denn 9– 2 =   1 _ 
92   =   1 _ 81     oder log 9   (   1 _ 81   )  =  log 9   ( 9– 2 )  = – 2 

d)  log 3   (  90000000 27   )  =   3 _ 2   , denn  3   
3
 _ 2    = (33 )   

Å
 _ 2    =  90000000 27     oder log 3   (  90000000 27   )  =  log 3   (  3   

3
 _ 2    )  =   3 _ 2   

Beispiel 2 Logarithmusgesetze anwenden
a) Schreiben Sie   log 5  ( 9000000 x3  )  als Vielfaches von   log 5  (x).
b) Schreiben Sie   log 3  (u) –  7 · log 3  (v)  als einen einzigen Logarithmus.

 º Lösung:
a) 3. Logarithmusgesetz:   log 5  ( 9000000 x3  ) =  log 5   (  x   

3
 _ 2    )  =   3 _ 2   ·  log 5  (x)

b)  2. und 3. Logarithmusgesetz:   log 3  (u) –  7 · log 3  (v) =  log 3  (u) –  log 3  (v7) =  log 3   (   u _ 
v7   ) 

Beispiel 3 Exponentialgleichungen lösen
Lösen Sie die Exponentialgleichung. a) 23 x – 1 = 32 b) 1,24 x = 9

 º Lösung:
a) 32 ist Zweierpotenz, Exponentenvergleich:   2 3 x – 1  = 25,  also  3 x – 1 = 5  und damit  x = 2.
b) Logarithmieren mit dem TR:   1,2 4 x  = 9  ⇔  4 x =  log 1,2  (9)  ⇔  x =   1 _ 4    log 1,2  (9) ≈ 3,013

Die erste Begründung 
benutzt die Logarithmus-
definition, die zweite die 
Tatsache, dass sich 
Potenzieren und Loga-
rithmieren gegenseitig 
aufheben.

Der Logarithmus macht 
die Rechenoperation 
jeweils „eine Stufe ein-
facher“.
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