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Gleichungen - Matrizen -
Verflechtungen

In Wirtschaftsunternehmen fallen haufig grofle Datenmengen an, die Uber-
sichtlich in Tabellen dargestellt werden. Zahlentabellen nennt man in der
Mathematik Matrizen. Mithilfe von Matrizen und Verflechtungsdiagram-
men lassen sich mehrstufige Produktionsprozesse lbersichtlich darstellen.

Welche Mengen der Ausgangsprodukte
sind fdr die Herstellung von 1kg Scho-
kolade notwendig? Wie viel Schoko-
lade kann man herstellen, wenn man

1kg Puderzucker zur Verfligung hat?

Eigene Schokolade herstellen:

Zutaten:

200 g Kokosfett

200g Puderzucker

100 g Kakaopulver

1 Packchen Vanillezucker

7uerst das Kokosfett langsam im Wasserbad
schmelzen. Dann nach und nach den Puder-
und Vanillezucker unterriihren, bis eine glat-
te Masse entsteht. Nun das Kakaopulver ?
die Masse zugeben und mindestens mir
rihren. Je lénger, desto zarter wi oo liec " -
kolade. Die Masse in Formchen gie and
ca. 30min in den Kiihlschr ak oder .a.15min
in den Gefrierschrank ste. .

Das kennen Sie schon

- L6sen von linearen Gleichungen
- L6sen von einfachen linearen
Gleichungssystemen



Man kann auch weife Schokolade selb
—

Zutaten:

200g Palmfett

200g Puderzucker

1 Pé&ckchen Vanillezucker
1 ERI6ffe| Speisestirke

st herstellen:

Kakaghohnen

)

Kakaomasse




1 Lineare Gleichungsssysteme und Lésungsverfahren

Nicht jedes LGS hat eine
eindeutige Losung (siehe
LE 2).

In einem Kino kostet der Eintritt fiir eine Fami-
lie mit zwei Erwachsenen und zwei Kindern

22 €. Eine Mutter mit drei Kindern zahlt 20 €.
Wie kann man die Eintrittspreise fir einen Er-
wachsenen und ein Kind erhalten?

Welche Gleichungen fiir die Preise (Erwachse-
ner) und (Kind) kann man aus den Angaben
aufstellen?

Gleichungen wie beispielsweise 2x - 3y =1 oder 3x, + 4x, = 14x; = 0 nennt =1 lir._~re Gleichun-

gen, da die Variablen x, y oder x,, X,, X5 NUr in der ersten Potenz auftreter Tie . len vor den Va-

riablen (in 3x, +4x,-14x,=0 sind dies die Zahlen 3; 4; —14) heiRen Ko« fi- enten der Gleichung.
Ein lineares Gleichungssystem (abgekiirzt LGS) besteht aus mc¢ rere so.. . Gleichungen. Setzt
manin 3x,+4x,-14x,=0 fur X, =2,%,=2 und x3=’lein,also : " 2-14-1=0, so ist die
2
Gleichung erfiillt. Daher nennt man das Zahlentripel |2| #i== L ~ur | der Gleichung oder auch
Losungsvektor. 1
Im Beispiel rechts sind alle Glei- Beispic . = 'n LGS: Probe:
chungen erfiillt, wenn man 2 "x —05x3=25 2+0+ 05=25
1 flr x4, 0 fUr x, und =1 fUr x3 L Xt 2x3=-1 1-0- 2=+
einsetzt. > + Xp— 4x3=5 1+0+ 4=5
1
Damitist| 0] ein Losungsvekte-
=1

Eine Losung eines lir. ~ren Gleichungssystems mit n Variablen x,, x,, ..., X, besteht aus n
Zahlen, die ran als Lésungsvektor angibt.
Eine solcke Lo. g muss alle Gleichungen des LGS erftllen.

Ein LGS ist ur .1 die Koeffizi- LGS LGS als Zahlenschema
ern >nund c.e Zahlen auf der X1t 2% = X3+ X4=9 1721119
re “ten Seite vollstandig be- —Xq + X3 +2x,=4 -1 0 12 |4
tim, .t. Das zugeordnete Zah- Xg +2X3 + X4=3 01 21]3
l¢ 1.schema nennt man erwei- “2X1= X +2%4=2 -2 -1 022

«erte Koeffizientenmatrix.

Durch folgende Umformungen dndert sich die Losungsmenge eines LGS nicht:

(I)  Zwei Gleichungen (Zeilen der Matrix) vertauschen,

(I1) eine Gleichung (Zeile der Matrix) mit einer Zahl ¢ # 0 multiplizieren,

(1) eine Gleichung (Zeile der Matrix) durch die Summe oder Differenz eines Vielfachen von ihr
und eines Vielfachen einer anderen Gleichung des Systems (Zeile der Matrix) ersetzen.

Aus diesen Umformungen lasst sich ein Verfahren herleiten, mit dem man von einem gegebenen
Gleichungssystem zu einem dquivalenten gelangt, aus dem man den L&sungsvektor ablesen
kann.

6 Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen



Zusammenstellung der Verfahren:

0) (I
| |
|
|
|

Fig. 1

Bei diesem Verfahren, das von Carl-Friedrich Gaufd stammt, wird zundchst in allen Gleichungen
aufer der ersten die erste Variable eliminiert, dann entsprechend die zweite Variable in allen fol-
genden Gleichungen aufier der zweiten usw.

3x,t 6X,= 2x;= 4
Das Verfahren wird im Folgenden beim Losen des LGS 3x,+ 2x,+ x;= 0 vorgestellt.

3x,+10x, =10, = 18
Das Losen erfolgt ausfiihrlich und in Matrixschreibweise.

Vorgehen: Ausfiihrliche Schreibweise: Matrixschreibweise: Umformung:
Elimination von x (D 3x+ 6x— 2x3=-4 Mm 3 6 -2 -4 2)-) — (2a)
aus (2) und (3): (2) 3%+ 2%+ x3= 0 (#)) 3 2 a 3)-() — (3a)

(3) 3x;+10x, —10x3 = —18 3 3 10-0 ,-18
Elimination von x, (1) 3xq+ 6x— 2x3=-4 M 3 6 - -4 (3a) + (2a) — (3b)
aus (3a): (2a) - 4x,+ 3x3= 4 Q) 0 -- 3 4

(3a) 4xy— 8x3 =14 (32 o -8 | 14
Division von (3b) () 3xq+ 6xy— 2x3 =4 aH 3 6 2 -4
durch (-5): (2a) - 4x,+ 3x3= 4 Pa) VU -4 3 4

(3b) - 5x3=-10 (., 0 0 -5 |10 3b) : (-5) — (3¢0)
Elimination von x; (1) 3xq+ 6xy— 2x3= 4 M 3 6 -2 | -4 () +2-(3c) = (1a)
aus (1) und (2a): (2a) - b4xyr o = N (2a) 0 -4 3 4 (2a) - 3-(3c) — (2b)
Stufenform (3¢c) v = 2 B) 0 0 1 2
Division von (1a) (1a) 3x1+ 6Xxy =0 M1la) 3 6 O 0 (1a) : 3 — (1b)
durch 3 und von (2b) - Xy =-2 2b) 0 -4 O =2 (2b) : (-2) — (2b)
(2b) durch (-2): (30) Xg= 2 B 0 0 1 2
Elimination von x, aus @, X1t =% =0 b) 1 2 0 (1b) = (2b) — (1¢)
(1b) und Division von (2b) 2X, =1 2b) 0 2 O 1 2b):2 — (20)
(2b) durch (2): (30) X3= 2 (3c) 0 0 1

“c) x4 =1 (b) 1 0 O =
Diagonalenfor: (20) Xo = 05 200 0 1 O 0,5

(30) X3 = 2 (3) 0 0 1 2

1
Das Gleichungssystem hat somit die Losung {-0,5].
2

Zur Kontrolle macht man die Probe:

M 3-(-1)+6:05-2-2=-3+3-4=-4

2 3:(-1)+2:05+2=-3+1+2=0

3) 3-(-1)+10-05-10-2=-3+5-20=-18.
Damit ist das LGS richtig gelGst.

Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen



Die Diagonalform heifst
auch reduzierte Stufen-
form.

Machen Sie die Probe.

GaufB3-Verfahren:

Beim Gauf3-Verfahren 16st man ein lineares Gleichungssystem mit 2, 3, 4 und mehr Variab-
len, indem man es mithilfe der Aquivalenzumformungen (1), (I1) und (I1) (Fig.1, S. 7) auf
Stufenform oder auf Diagonalenform bringt.

Beispiel 1 Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten

L&sen Sie das Gleichungssystem

4x1—3x2=0'
x1—2x2=5

Losung: Zuerst werden die beiden Gleichungen vertauscht.

Ausfuhrliche Schreibweise

Matrixschreibweise:

71 2 Zeile 1,722 2 Zeile 2

Q) X1~ 2% =5 1—2‘ 5
@) 4x1-3%,=0 @-4-(M 4-310 22-- 71
(1) X1_2X2=5 1 -2 5)
(2a) 5x, = -20 (2a):5 0 5| -2» PR
M X1=2%;=5 (1 +2-(2b) (1 -2 | £\ +2-72
(2b) Xp = —4 0 1 a
(18) X’I=_3 10 I 3|
(Zb) Xy = -4 0 -/
Losung des Gleichungssystems ist x, = -3 und x, = -
Beispiel 2 Drei Gleichungen mit dre” Un¥ =« nnter

X y+ 18
Lésen Sie das Gleichungssystem 10+ -82= 0

x 2y+ z=0

Ldsung:

Ausfiihrliche Schreiby ... Matrixschreibweise: Z1 2 Zeile 1 usw.
@) x+ y+ z= R 17 1 1118
2) 10x+ y-8z= v @-10-(1) 0 1 -8 0 Z2-10-21
3) X+2y+ z= 0 3-m 1-2 110 73 -1
M x+ .y 18 1 1 1 18
Qa) - y- z=-180 (2a):(-9) 0 -9 18 | -180| 72:(-9)
Ba) - = 18 (3):(-3) 0 -3 0] 18] 73:(-3)
( X+ vy + z =18 M-(3h) 11 1118 1-173
(2L, y +2z =20 (2b)-(3b) 012120 72 -73
C ) y = 6 0101 6
Ja) x + z =12 10 1112
(20) 2z =14 (20):2 00 14 Z2:2 und vertauschen mit
(3b) y = 6 01016 Z3
(1a) x + z =12 (1a) - (2d) 10 1112 1-73
(3b) y = 6 0 1 6
(2d) z =7 0017
(1a) x =5 170015
(3b) y =6 010]6
(2d) z =7 0017

Lésung des Gleichungssystems ist x=5,y=6und z =7.

8 Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen



Aufgaben
1 Losen Sie das lineare Gleichungssystem und machen Sie die Probe.
a) X1+2X2:3 b) 7X1+ X2:2 C) 0,25X1+ 0,5X2:2

X1+ X2=0 X1_2X2=5 X1+O,75X2=5

2 Losen Sie das lineare Gleichungssystem.

a) 2X1= 3%y = 5x3 =1 b) 3x;+8%x,-3x3=5 o) 2x3=7
2%+ Xx3=0 4xy+ x3=1 3x4+ 4x,+ 6Xx3=5
3x3=6 -5x3=10 17%y + 24%3 =16

3 Losen Sie das lineare Gleichungssystem und machen Sie die Probe.

a)x+ty =3 b) x+ y-z=0 c) 5x- y-z=-3
x+ty+z=0 X+ +z=2 x+3y+z=5
y+z=0 X=2y+z=2 x=-3y-z=-1

4 Losen Sie das lineare Gleichungssystem mit dem Gauf-Verfahren.

a) 2x1—4x,+5x3=3 b) x4 +7%x,-%x3=5 o) 0,6x, +1,8x3
3X1+3X2+7X3=13 4X1_ X2+X3=1 0,3X1+1,2X2 =0
4xq— 2% —3%x3=-1 5X1=3%, + X3 =1 0,5x & =

5 Losen Sie das lineare Gleichungssystem.

a) 2X;+5x,+2x3=-4 b) x-05x,+ 2x3=-3 c) 04x o h+1,2x3=18
_2X1+4X2_5X3=_20 2X1+1,2X2_ X3=4 v 1,4X2_3,5X3=_31
2X1_6X2+5X3=23 3X/|_ 2X2+2,5X3=_2 _2X1‘Z,4X2+ X3=_12

6 Auf dem Leipziger Weihnachtsmarkt kosten 3 Schokchase =, 4 - hokolebkuchen und 2 Schoko-
manner 15 €. Kauft man jede SiiBigkeit einmal, muss man 5,25« Yezahlen. Fiir 2 Hasen, 2 Leb-
kuchen und 3 Méanner werden 12,25 € verlangt. Wie viel 0s. 2 r e einzelnen SiiSigkeiten?

7 Die Parabel mit der Gleichung f(x) =ax?- x+ . ver,uft durch die Punkte P, Q und R.
Berechnen Sie a, b und c.
a) P(=110), Q(114), R(OI1) b, P(112), Q(-11-3), R(0I5)

8  Zur Herstellung der Schokoprali eri ird ei der Schulte GmbH Milch mit 10 % Fettgehalt be-
nétigt. Wie viel Liter Vollmilch mit 39 Fettgehalt und Sahne mit 33 % Fettgehalt miissen gemischt
werden, um 180 Liter Milch mit10% b _gehalt zu erhalten?

9 Dem Kunden Lecke ‘utn GmbH werden von der Schulte GmbH drei Lieferungen mit Zucker-
waren zugestel': Dic =rste ‘eferung wiegt 70kg und besteht aus jeweils einer Packung Schoko-
barchen, Schugre. un. © 1okomontis. Die zweite Lieferung enthalt eine Packung Schokobér-
chenunden ro '+ ~Schugrella und wiegt 50kg. Dabei macht Schugrella 80 % des Gewichtes
aus. Die dritte L ferung wiegt 100 kg. Welche Artikel kbnnte sie enthalten? Geben Sie mindestens

drei Zusammenstellungen an.

10 Ein Hotel wirbt damit, mit 563 Zimmern und 1146 Betten das grofite Hotel Berlins zu sein.
Laut Beschreibung verfiigt das Hotel Uber 26 Familienzimmer mit jeweils 4 Betten. Die anderen
Zimmer sind Einzel- bzw. Zweibettzimmer. Wie viele Einzel- bzw. Zeitbettzimmer gibt es?

11 Die Stadt Menden hat 55100 Einwohner. Die Zahl der weiblichen Einwohner tibersteigt die

der mannlichen Einwohner um 3 %. Wie verteilen sich die Einwohner auf die Geschlechter?

Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen



2 Lésungsmengen linearer Gleichungssysteme

Setzt man fir t irgendeine
Zahl ein, z.B. t=1,5, so
2-(1,5) + 3) B (0,5)

15 15
eine spezielle Losung.
Man nennt t einen Para-
meter.

N

Man setzt
X1 =X
Xy = V.

Eine Losung?
Keine Losung?
Unendlich viele Lésungen?

o — |

Es wird nun untersucht, von welcher Art die Lésungen eines linearen Gleichungssytems sein kon-

nen. Dazu betrachtet man zuerst ein Gleichungssystem von zwei Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten, ehe verallgemeinert wird.

Man bringt die drei Gleichungsysteme mit zwei Unbekannten auf diere uz .te :ufenform.

X1_2X2=3
2X1+3X2=_8

Die zugehdrige Matrix sieht jeweils folgendermafien aus:

1—2’ 3
2 31| -8) 72-2-71

o 71l
0 71-14] 7

(’I —2‘ 3) 21+2-72
11 -2

1 O’—‘I)
0 11-2/
also xq=-1; x,=-2

Die Gleichung hat genau
eine Losung.

Lésungsvektor: (:;)

Geometrisch  'ntei
X=2y: :
2x+3y=-
1. 3
Yi2X73
2.8
V= =X~ 3
. <isichin S(-11-2)
_hneidende Geraden:

by

Jder

atation:

X1 = 2% =3
2% =4xy=6
1 -213
(2 416 72-1 77
1 -213
0 0 0)’
also x;—7., -
Ox « X=U

Die. sleici - 5 ist immer er-
ri*'t. Do nitistin der

1. G, ‘~hung x, beliebig

. 3h")ar. Die Gleichung hat
unendlich viele Losungen.
Setzt man x, = t, so folgt
Xq—2t =3 oder xq=2t+3.

2t+3

Lésungsvektor: i )
x=2y=3

2x-4y=6 oder

_1,.3
y=3%X73
1. 3
y=32X73

Dies sind zwei identische
Geraden.
by

9 V)(')".ﬁ
24_4)(2:4
1 -2 3)
2 -4l4

(’I -2 3)
0 01]-2

also x;-2x,=3
0xq+0x,=-2,

d.h.0=2.

Die zweite Gleichung ist fir

keine Werte x4 und x, erfill-

bar. Damit gibt es keinen

Losungsvektor.

Das Gleichungssystem hat

keine Losung.

72-2-71

x—2y=3

2x -4y =4
1,3

y=2%X73

y=%x—’l

oder

Dies sind zwei parallele Gera-
den ohne gemeinsamen Punkt.
by

Genau ein Schnittpunkt

10 Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen
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Geometrisch lduft das Lésen eines linearen Gleichungssystems bestehend aus zwei Gleichungen
und zwei Variablen auf die Schnittpunktbestimmung von zwei Geraden in der Ebene hinaus. Hat
man nun ein lineares System mit drei Gleichungen und drei Variablen, muss man die Lagebezie-
hung von drei Ebenen im Raum betrachten. Drei Ebenen kdnnen einen Punkt, unendlich viele

Punkte oder keinen Punkt gemeinsam haben.

Ein lineares Gleichungssystem hat entweder genau eine Losung, unendlich viele Lésungen
oder keine Losung.

Beispiel 1 Ein LGS mit unendlich vielen Losungen

x1—3x2+ x3=1

Bestimmen Sie die Ldsungsmenge des Gleichungssystems  x, = 4x, +2x, = 6.

Losung:

-1 20

1-31(1 72 +71

1-4216 23+ 71

-1 20| 5 (GURYA

0-11]| 4

0-22110 Z3-2-72
1-2 0| -4 1-2-72
0-1 1] 5 -D-22

0 001l O

10-2|-14

01-1| -5

00 O 0

Beispiel 2 Ein unldsbares LGS
Bestimmen Sie die Ldsungsmenge des Gleic ingssystems 4x, - x,+10x;=15.

Losung:

1-1 510

4 110 |15 2004 -7
1 4-5]5 A4
1-1 5 ’ 0!

0 5-10 [15] 7.:5
0 5-10 1 = 73:5
1-1 510

0 1-2|3

0 1-211 3-72
1-1 5] 0 21472
0 1-2| 3

00 01[-2

X, +2x, =4
Die letzte Nullzeile der erweiterten Koeffizien- Dic 'nfachste Gleichung
tenmatrix entspricht der Gleichung >t die dritte; sie wird da-

.. h7 in die 1. Zeil tzt.
0-x,+0-x,+0-x,=0.Egal was mar %irc : Inadie’. celle gesetz

Variablen einsetzt, man erhalt immer die. -
Aussage 0 = 0. Die erste und zweite " zile al.
Gleichungssystem geschrieben f=~ib
B e 0B

2 3 2 3
Dieses Gleichungssyster, . *. aendlich viele
Losungen. Fur x, kani. 1 beliebige reelle Zahl
gewdhlt we .en v 1lt mai1z.B. x; =5, ergibt
sichx, =5- "=0u J ;=2-5-14=-4.7u-

1

sammainit x; t, ergibtsichx, =t-5und Fur t kann man irgend-
X, = 2" =14 eine reelle Zahl einsetzen.
14 + 2t Man erhélt dann einen
162 agsve. I -5+t speziellen Lésungsvektor.
t

X, = X+ 5xg= 0

Ul

X, + 4x2 5x3 =

Die letzte Zeile der erweiterten Koeffizienten-
matrix entspricht der Gleichung
0-x,+0-x,+0-x;=2.

Egal was man fiir die Variablen einsetzt, man
erhalt immer die falsche Aussage 0 = 2.

Das LGS ist also unlsbar.

Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen 1
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Aufgaben

1 Losen Sie das Gleichungssystem.

a) Xt Xy =4 b) 2x,+5x, =4 C) X;+2Xxy=-2 d) 9x+10y=1
X=X =1 4dxgt X =1 bxq+4xy =1 12x+13y =14

2 Bestimmen Sie die Losungsmenge.

a) X+t X, =4 b) 2x1+ 5x,=-24 Q) X +2x,=3 d) 9a+18b =63
X1+X%X,=0 4x+10x, =28 3xq+ 2%y =1 2a+ 4b=14

3 Losen Sie.

a) X1 —Xp—X3=3 b) x1— X-%x3=3 0 3x-37 -x3=-3
X1t Xy = X3 =4 X1t 2Xy = X3 =4 X1 Xy -=8
3% =Xy +x3=10 3 +x3=10 17+ -x3=0

4 Von den drei Gleichungssystemen ist eines unldsbar, eines at L enc ' viele Losungen
und eines genau eine Losung. Fiir welche Gleichung trifft was zi1:

a) X—2X,+3x3=6 b) Xx;-2x,+3x3=6 ¢ X1+t 2%x,-3%x3=-6
2X1+6X2_5X3=_1 2X1+6X2_5X3=_1 2X1+6X2_5X3=_1
-7X1— 6%+ X3=-16 3xq= Xgt+2x3=7 7x1+6%,— x3=10

5 Betrachten Sie die folgenden drei Gleichunge ..

M 2x-y=3 2 6x-3vy= " (3) x+2y=4

a) Stellen Sie die Gleichungen in ein© n g .r insan.en Koordinatensystem dar.

b) Entnehmen Sie aus lhrer Zeichnur,  welcl 7 .eichungen ein LGS mit einer eindeutigen L&-
sung ergeben und weisen Sie dies rirchi 'ne Rechnung nach.

¢) Welche beiden Gleichungen ¢ -geb. * ein unlsbares LGS? Erldutern Sie dies durch geeignete
Umformungen.

6  Losen Sie das fo. =nr . Gleicungssystem.

Anmerkung: Sind vier G. ‘~hungen mit drei Unbekannten gegeben, so I16st man zunachst das
durch die erster drei Gleiciiungen gegebene Gleichungssystem und setzt eventuell vorhandene
Losungen in die Ic “te Gleichung ein. Ist diese erfiillt, so ist das Gleichungssystem I&sbar, sonst
nicht.

a) X2y +-37=14 b) x+ y-2z=0 ¢ -4a+ 5b- 6c=065
5x+6y -.z=38 2x-2y+3z=14 -0,5a+2,5b-0,75¢c =1,4875
Ix+8y-7z=4 x— y- z=0.2 a- b+ c=-015
v-4y+3z=6 2x -3z=0,2 -3a+ 4b- 5c=15

Ein Vater und seine beiden Sohne sind zusammen 100 Jahre alt. Der Vater ist doppelt so alt
wie sein dltester Sohn und 30 Jahre &lter als sein jingster Sohn.
Wie alt sind Vater und Schne?

8 Gegeben ist die Gleichung x +y =1 . Fligen Sie eine zweite Gleichung hinzu, so dass die bei-
den Gleichungen dann ein LGS bilden, welches

a) keine Losung,

b) unendlich viele Lsungen,

¢) eine eindeutige Losung

hat.
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3 Beschreibung wirtschaftlicher Sachverhalte durch Matrizen

Eine Getrankefirma stellt aus den drei Grund-

Bedarf in Getrénkesorte (1 Liter)
stoffen Wasser (W), Orangensaft (O) und Man- Liter an o - " )
gosaft (M) zwei Mischgetranke Oraman (G,) Il (& angor (G,
und Mangor (G,) her. Wie viel Liter der Grund- ey 04 03
stoffe werden fiir 100 Liter des Mischgetrénks Orangensaft 05 03
G, und 200 Liter des Getrénks G, benétigt? Mangosaft 01 0,4

Die Schulte GmbH wird téaglich von ihren Lieferanten mit den fiir die Produktion wichtigsten
Zutaten beliefert. Ein Mitarbeiter hélt die Mengen in Kilogramm fest.

Kakaomasse = Kakaobutter Zucker Milchpulver Nusse
Kandis GmbH 4 6 0 80 12
SchokoSchock GmbH 64 66 0 0 4
Zuckersufs GmbH 0 0 130 0 8

In jeder Zeile werden die Lieferungen der drei Lieferanten und in jeder Spalte die Liefe! 1enge.
der einzelnen Produkte aufgefiihrt. In der Mathematik ist es Ublich, eine solche Tab~''= \ ki’ t
als Matrix (Plural: Matrizen) darzustellen und mit einem Grof3buchstaben zu beze b en:

4 6 0 80 12

A=|64 66 0 0 4

0 0130 0 38
Das Element in der 1. Zeile und der 2. Spalte der Matrix A ist a
und fUnf Spalten; das Format der Matrix ist (3 x5). Die Matrix w
(3 x5)-Matrix bezeichnet.

=6 ¢ »Mat.x hat drei Zeilen
ents ~ .nend auch als

0

0] erfasst.
130
Dieser Spaltenvektor ist also eine Matrix mit a. 2 Fr mat \, x1). Entsprechend nennt man die Ele-
mente einer Zeile der Matrix A, z.B. €T=(4 6 0 . ' 12) Zeilenvektor mit dem Format (1x5). Das
hochgestellte Zeichen T bedeutet, dass de- Vektor trunsponiert, d.h. umgestellt wurde. Man kann
jede Matrix transponieren, indem man Zeile 'ind Spalten miteinander vertauscht.

Die Elemente einer Spalte der Matrix A werden in einer 3p. ‘e’ vektor, z.B. b -

A 3 3
. i @y ... @ ) . .
Ein Zahlenschema A = l 21 €2 2| mit m Zeilen und n Spalten wird als
"1 3m2 -+ Amn

(mxn)-Matrix be. '~ net. Die Zahlen dieses Schemas heif3en Elemente der Matrix.
Matrizeri <. ~ it GroBbuchstaben benannt. Die Elemente der Matrix werden mit einem
Doppelinde. <=kennzeichnet, der die Nummer der Zeile und die Nummer der Spalte des
Elementes angibt.

Ist in einer Matrix die Anzahl der Zeilen gleich der Anzahl der Spalten, spricht man von einer qua-
dratischen Matrix. In diesem Fall gilt also m = n, sie hat das Format (mxm).

Die Elemente a,,, a,,,a;, ... bilden die Hauptdiagonale einer quadratischen Matrix. In einer
Einheitmatrix sind alle Elemente in der Hauptdiagonalen eins und alle anderen Elemente null.

Gelesen:
3 Kreuz 5-Matrix”

Variable, die fiir einen
Vektor stehen, werden
mit Kleinbuchstaben und
einem Pfeil gekennzeich-
net.

an A ... 9
A= a:21 dyy ... djy
Am1 @m2 .-+ @mn

ist eine (3 x 3)-Matrix.

Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen 13
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Beispiel 1 Format, Elemente, transponierte Matrix

131
Gegeben ist die Matrix A = (_2 (3) 5). Bestimmen Sie das Format und das Element a,; der Matri-

zen A und AT, 1 -2
Losung: A hat das Format (2x3) und a,; = 2. Die transponierte Matrix ist AT= (3 0]. In die-
ser Matrix ist ay = 3. 1 5

Beispiel 2 Einstufiger Produktionsprozess

In einer Kantine werden drei Kaffeegetranke in unterschiedlichen Mischungsverhéaltnissen an-
geboten. Fir einen Cappuccino werden sieben Einheiten Kaffeepulver, vier Einheiten Wasser und
eine Einheit Milch, fiir einen Latte Macchiato neun Einheiten Kaffeepulver, zwei Einheiten Wasser
und drei Einheiten Milch verwendet. Fiir einen Espresso bendtigt der Kantinenchef sieben Ein-
heiten Kaffeepulver und zwei Einheiten Wasser. Erstellen Sie die Tabelle und di '+ ~trix A, den den
Bedarf an Zutaten fir ein Kaffeegetrank angibt.

Losung:
Cappuccino Latte macchiato Espresso
797

Kaffeepulver 7 9 7 A=ls 22
Wasser 4 2 2 130
Milch 1 3 0
Aufgaben

0 12 16\
1 Gegeben ist die Matrix A={12 3 27 .

16 - O’
a) Geben Sie a a,,, a,, und a_ an.

217 237 732
b) Beschreiben Sie, welche Eige “sche. 2n innen bei der Matrix A auffallen.

¢) Die Matrix A wurde vom l€ er s uhrparks einer Firma erstellt um die Entfernung zwischen
den drei wichtigsten © ... ‘or. 1 festzuhalten. Interpretieren Sie die Werte der Matrix A im Sinne
dieser Aufgabenstel.. q.

d) Eignet sich die Matri. 'm die Entfernungen festzuhalten? Begriinden Sie Ihre Meinung.

2  a) Geben Sie ‘ne (4x3)-Matrix an mit ay=-12a,;=5 a,;=8 a
a,,=-5. I 2L rigr 1 Elemente haben den Wert 0.

b) Forri uli 'en Sie eine Anwendungsaufgabe fir die Matrix aus a).

c) Frkléren ' die Bedeutung des Elementes a,, anhand lhrer Aufgabe aus b).

;=1 a,=4a,=10 und

1a 3 43 9 3
- Gegeben sind die Matrizen A=(4 5 c| und B=( 6 -4 _2) sowie der Vektor @ = [4].
b8 9 7

a) Geben Sie jeweils das Format an.

b) Bestimmen Sie BT.

¢) Bestimmen Sie a, b, ¢ so, dass gilt: A= AT

d) Worin liegt der Unterschied zwischena Tund (3 4 7)7?

4 Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(1) Eine Einheitsmatrix ist immer quadratisch.

(2) Transponiert man eine transponierte Matrix erneut, so erhalt man wieder die urspriingliche
Matrix.

(3) Ein Spaltenvektor ist eine Matrix mit dem Format (1xn).

(4) Ein transponierter Zeilenvektor ist ein Spaltenvektor.

Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen



4 Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen

Sttickzahl im Méarz:
Verkaufsstelle
| 1 1l
540 290 360
150 120 0
650 320 340

Artikel Artikel

lov]

Wie hat sich der Absatz zwischen Marz und
April verandert?

Zahlreiche Anwendungen aus der Betriebswirtschaft zeigen, dass es sinnvoll ist, Matrizen mitein-

ander zu verknipfen.

12 1M1 12 10 9 13
9 10 15 8 11 14
Tund 2 in den Werken W,, W, und W, in den Jahren 2011 und 2012 an, so wird durch die ,Addit*>n

Geben die Matrizen A = ( ) und B = ( ) die Produktionszahlen der Erzeugnisse

A+B= 12 1 12)+ 10 913\ _(12+10 1M+ 9 12+13 =(22 20 25
9 10 15 8 11 14 9+ 8 10+11 15+14 17 21 29

die Gesamtproduktion in den Jahren 2011 und 2012 bestimmt.

Durch ,Subtraktion” der Matrizen

A—B=(12 " 12)_ 10 9 13)=(12—’IO 1M-9 12—13)=(2 2 —’I)
9 10 15 8 11 14 9- 810-1 15-14 171 1

erhélt man als Ergebnis, wie viel der Erzeugnisse 1und 2 in den einzelnea W rke 2011 mehr (+)
oder weniger (-) produziert wurden als 2012.

Zwei Matrizen A und B mit gleicher Zeilen- und Spaltcazar. ~verc 1 addiert, indem man die
einander entsprechenden Elemente addiert.
Fir die Matrizenaddition gilt das Kommutativense!

A+r 3+A.

Man muss Matrizen manchmal auch mit einer Za, multiplizieren:
Drei Werke der Firma Schulte werden tagli<h von vie. Milchfahrzeugen angefahren, die dort ihre
Milch abliefern. Die zugehorige Matrix

120 180 110 180
130 100 170 150
190 120 190 100

A= gibt die abge ‘ef ten Milchmengen an. Um die in einer Woche

bezogene Milchmenge . ' be. ~hnen, ist jedes Element der Matrix A mit 7 zu multiplizieren, d.h.
120 1¢ - Tie 180
17 100 70 _u
190 20 .. 100

7-120 7-180 7-110 7-180
7-130 7-100 7-170 7-150
7-190 7-120 7-190 7-100

840 560 770 560
910 700 490 350
630 840 630 700

7-A=7- = =

Man vereinbart deshalb:

Multipliziert man eine Matrix A mit einer reellen Zahl, so ist jedes Element der Matrix A mit
dieser Zahl zu multiplizieren. Man spricht von Skalarmultiplikation.

Dabei wird (-1) - A auch als —A bezeichnet. Die Elemente von -A haben damit das entgegen-
gesetzte Vorzeichen der Elemente von A.

Sttickzahl im April:

Verkaufsstelle
| Il I
510 275 290
165 150 0
750 410 455

Deutung der Matrix A:
Zahlen 2011:

\ Wy W | ws
B g 1[12| 11 12
Ereug.2| 9 |10 15

Deutung der Matrix B:
Zahlen 2012:

Erzeug.1 | 10| 9 | 13
Erzeug.2 | 8 |11 | 14

Entsprechende Elemente
sind die Elemente an der
jeweils gleichen Position
innerhalb der Matrix.

Skalarmultiplikation
bedeutet: mit einem
Skalar = Zahl
multiplizieren.

Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen 15
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Beispiel 1 Subtraktion und Skalarmultiplikation von Matrizen
Gegeben sind die beiden Matrizen A und B. Bilden Sie A-4-B

269 47 1
178 8 1-9
A=l507B 60 2
-1 81 23 4
Losung:
-2 16 28 4| |-2-16 6-28 9- 4 [-18 =22 5

6 9
7 8 32 4 36| | 1-32 7- 4 8-(36)| |31 3 44
07| (24 0 8| |5-24 0-0 7- 8 |19 0 -

8 1 8 12 16 -1-8 8-12 1- 16 -9 -4 15
Beispiel 2 Addition und Skalarmultiplikation von Vektoren

Im ersten Halbjahr liegen der Schulte GmbH folgende Bestellungen eines ' :nc. 1 vor: 12 ME
Schokobérchen, 31 ME Schugrella und 22 ME Schokomontis. Im zweiter H- ojehr verdoppelt der
Kunde seine Bestellungen. Stellen Sie die Berechnung der Jahr “hes :lin. - mit Hilfe von Spal-
tenvektoren dar.

o2y L 2\ (24 (12\ 24\ (36
Losung: by = [31]; b,=2:b,=2-31/=(62]; b, =b.+h, 27 +]62| = 93].
22 22| \as \22} 44 66

Der Kunde bestellt 36 ME Schokobéarchen, 93 ME Sch. sre ad 66 ME Schokomontis im Jahr.

Aufgaben
1 Gegeben sind die Matrizer

-7 654 —70—0-’1\
A=|-4531|,B=|-36 - -U 'IrJC=(§Z7;)

10389 .- 5]
Berechnen Sie (wen: 106 .ch).
a) A+B b) A B+C c) B+3-A dA-2-A e) (-2)-C

-1 [2 0

2 Gege' »n. d paltenvektorena =[-2|, b =|-3| und € =|1|. Berechnen und erlautern
Sie, wei_ne Rechenregeln gelten. -3 -1 4
a)2-3+2 5 und2-@+Db) b)%-g+%-b und 2-b
¢, +b+C und C+3+b d)2:-3-b-3-3+4-b und -a +3-b

% Gegeben sind die Produktionszahlen zweier Firmen in drei aufeinander folgenden Monaten:

Méarz: April: Mai:
) Produkt . Produkt ) Produkt
AMma o p 3 P4 Arma o p p3 P4 AMma o p 3 P4
1 304 207 408 505 1| 444 287 | 438 | 495 1 454 329 469 | 595
2 630 412 508 660 2 655 408 508 695 2 730 480 508 660

a) Schreiben Sie als Matrix. Bestimmen Sie die Gesamtproduktionszahlen von Méarz bis Mai.

b) Die Produktionszahlen sollen im Juni gegeniiber Mai um 5% je Produkt steigen. Wie hoch sind
dann die neuen Zahlen?

¢) Auch im weiteren Verlauf des Jahres steigen die Produktionszahlen jeweils um 5% gegeniiber
des Vormonats. Wie hoch sind dann die Produktionszahlen im Monat Dezember?

Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen



5 Multiplikation von Matrizen

In einem Laden stehen nebeneinander die Ge-

réte von Fig. 1. Darunter ist der Einzelpreis zu 8 CQDCQDCQDCQD
jedem Gerdat notiert.
Berechnen Sie den auf dem Regal befindlichen 4,95€ 95,95 € 2395€
Gesamtwert der Waren.

Fig.1

Bei der Schulte GmbH soll die Berechnung der Produktionskosten tbersichtlicher gestaltet wer-

den. Dazu hat Herr Schulte eine Besprechung einberufen. Die Mitarbeiter betrachten zunachst ein

einfaches Beispiel: Es werden 12 Vollmilchriegel, 8 Zartbitterriegel und 10 Nussriegel bestellt und

pro Vollmilchriegel fallen 0,20 €, pro Zartbitterriegel 0,30 € und pro Nussriegel 0,25€ Materialkos-

ten an.

Dann berechnen sich die gesamten Materialkosten fiir diese Bestellung wie folgt:

O,ZOﬁ -12 Stiick + 0,30 Sfck - 8 Stiick + 0,25 sfck -10 Stiick = 7,30€. Da man solche Rechnungen

auf komplexere Beispiele Ubertragen mochte, lohnt es sich Uiber eine kurze Darstellungsw -e

nachzudenken. In dem Beispiel kann man die Materialkosten pro Sttick als Zeilenvektor .d«

Bestellmengen als Spaltenvektor schreiben. Ohne Verwendung der Einheiten erhalt me

12
8

10

(0,20 0,30 0,25)- =0,20-12+0,30-8+0,25-10 =730.

Man kann einen (1xn)-Zeilenvektor gT mit einem (nx1)-Spic "ervek r F multiplizieren,

indem man die entsprechenden Elemente miteinander mult . ~ert .d anschliefend die

Produktgaddiert. Lo b Lo

Istz.B. a’=(a, a, a;) und b =|b,|,danngilt: a’-v -a,
b,

Das Ergebnis ist immer eine Zahl und wird  «ala row. ‘<t genannt.

 ta, b, +a - b,.

Herr Schulte ist noch nicht zufrieden und mochte neven den Materialkosten nun auch die Produk-
tionskosten mit darstellen. Herr Rad schldg. r, das obige Beispiel zu erweitern und pro Voll-
milchriegel 0,10€, pro Zartbitterries ! 6, Y€ md pro Nussriegel 0,15€ Produktionskosten anzu-
nehmen. Es wird betont, dass es 1.ic: “ig ist, die Kosten fiir jede Bestellung getrennt nach Material
und Produktion aufzuschlisseln. Ergé - . werden muss also die Rechnung fiir die Produktions-
kosten: 0,105 - 12 Stlick * ),105; - 8 Stiick + 0,155 - 10 Stiick = 3,50€. Ohne Verwendung
der Einheiten kann mar Yie . ‘den Rechnungen folgendermafien bersichtlich zusammenfassen:

19
0,20 0,30 0,z. | \ [,20-12+0,30-8+0,25-10

010 010 "5l 7| 10,10-12+ 0,108 + 01510

730
3,50

Herr Brummi is. ~egeistert. Wenn man nun z.B. die Transportkosten mit auffiihren mochte, kann
man einfach die Matrix um eine weitere Zeile ergénzen. Angenommen, es werden pro Riegel
Transportkosten in Hohe von o,ozﬁ kalkuliert. Dann lautet die veranderte Rechnung:

0,20 0,30 0,25\ [12 020-12+0,30-8+0,25-10 730
010 010 015(-| 8|=({010-12+ 0,10-8+0,25-10| = (3,50
0,02 0,02 0,02/ \18/ 10,02-12+0,02-8+0,02-10 0,60

Allgemein kann also festgehalten werden:

Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen
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Das Produkt kann nur ge-

bildet werden, wenn die
Matrix A genau so viele
Spalten wie B Zeilen hat.

Das Kommutativgesetz
A-B=B-A

gilt nicht fiir die Matri-
zenmultiplikation.

Das Distributivgesetz
A-B+A-C=A-(B+0)
gilt fir Matrizen.

Rechenschema nach Falk:

18

dukte untereinander schreibt. Das Ergebnis ist ein (n x1)-Spaltenvektor.

Man kann eine (m xn)-Matrix A mit einem (n x1)-Spaltenvektor B multiplizieren, indem man
jeden der n Zeilenvektoren von A mit dem Spaltenvektor b multipliziert und die Skalarpro-

aybyta, b,+a;- b,

ay 4 833 S [P N
Istz.B. A=|a, a,, ay|und b=|b,|,danngilt: A-b=|a, ‘b, +a, b,+a, b,|.
431 83 dg3 b,

ay"b;+agb)+ay, b,

Nun gibt es ja in der Regel mehrere Bestellungen. Die Mitarbeiter nehmen vereinfacht an, dass
von einem zweiten Kunden 7 Vollmilchriegel, 11 Zartbitterriegel und 3 Nussriegel bestellt werden.

Dann entstehen fir diese Bestellung folgende Kosten:
7

o 020-7+030-11+025-3

010-7+010-11+ 0153

0,20 0,30 0,25
010 010 015

_[545
B (2,25)
Man kann die Rechnungen fiir beide Kunden wie folgt zusammenfas er.
12 7

8 1
10 3

0,20 0,30 0,25
0,10 0710 0,15

_[0,20-12+030-8+025-10 020-/, ',
0,0 -12+ 0,10 -8 + 0,15-10 0,

Diese Rechnung kann man fiir beliebig viele Kunden erv =i 0., ..gemein gilt:

“M1+0,25-3
-7+ .0-11+0/15-3

i

730 5,45
3,50 2,25

der m Zeilenvektoren von A mit jedem ¢ k5,

Man kann eine (m xn)-Matrix A mit einer (= xk, Mia. < B multiplizieren, indem man jeden
2nvektoren von B multipliziert. Die Positi-
onen in der (m xk)-Ergebnismatri C:verc n dabei wie folgt festgelegt: Das Skalarprodukt
des i-ten Zeilenvektors von A= nd .« ~jte opaltenvektor von B ergibt das Element G-

Beispiel 1 Multiplikation ver Wa. "7¢ | 53
Gegeben sind die bei~ ... 'a. ven Aund B. Berechnen Sie A-B. A=|3 4
47
55 4 5:2+3-3 5-4+3-5 19 35
Losung: A-P=1(3 4 \3 5)= 3:2+4-3 3-4+4-5|=]18 32
47 4-2+7-3 4-4+7-5 129 51
Beispie. 2 Vertauschen der Matrizen bei der Multiplikation
2 7 -11 . .
5 - = . -B+B-A.
Es 5tA (0 4)und B (2 3) Zeigen Sie A-B+ B-A
a3 [N _[2:¢-D+3-2 2-1+3-3)_(4 11)
Looung: A-B (0 4) ( 2 3) (0-(—1)+4~2 0-1+4-3) " g 12) U@
B-A=(_1 1).(2 3)=(—’I~2+1-0 —1-3+1-4)=(—2
2 3/\0 4 2:2+3-0 2-3+3-4 4 18

Beispiel 3 Addition und Multiplikation von Matrizen
10 302 134
3 2)' B0 1 4) und C'(1 0 3)'
Berechnen Sie A-(B + C) und A-B + A-C. Was fallt lhnen auf?

Esist A=

i B=

)
32/

(24
35

o [0\ [302| [134] (10 [436) (4 3

Losung: A (B+C)_(3 2) l(o 1 4)+(1 0 3)] (3 2) (1 1 7) (14 11
A-B+A-C:(1 0).(302)+(1 0)_(134)=(30 2)+(13 4)=(4 3 6)'
32/ Vo14" 32/ 1103 Vo214 15918 a1 32

Fur das Beispiel gilt: A-(B+C)=A-B+A-C.

Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen
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Aufgaben

1 Berechnen Sie.

15 1
103\ [5 17 3 1034
a)|514|-(2 b)58-(;) C);’;(g) d)5141-;
320 V4 13 2 05 3205 5
2 Berechnen Sie A-B und B-A, sofern dies moglich ist.
313 0 2 -13 1341
a)A'(440’B'(3 1 b) A= 32'3'(—3215)
14 1234
21 140 2143
C)A=:;?:1,B=OO5) D A-(124-3),B-]3 ),
4321
o . . 10 5 0 100 2 4 » ,
3 Gegeben sind die Matrizen A, B und C mit A = 6 17 1) B=| 515/, C= 5 1 Das Assoziativgesetz gilt
0 10 fir Matrizen.
a) Berechnen Sie die Matrix A-B und multiplizieren Sie das Ergebnis von rechts mi+~ & »
(A B)-C.
b) Berechnen Sie die Matrix B-C und multiplizieren Sie das Ergebnis von links . 'it. '’ gleichen

Sie mit dem Ergebnis von Aufgabenteil a).

¢) Essei AT die Matrix, die aus A durch Vertauschung der Zeilen und Spa. = ( atsteht. Berechnen
Sie AT+ B und (AT + B)-C.

d) Berechnen Sie (2-A)-(3-B) und 6-(A-B).

12
4 3
a) Berechnen Sie A8. Gehen Sie geschickt vor.

b) Geben Sie eine Matrix E an, so dass gilt: A~ - =¢

N

> >

4 Gegeben ist die Matrix A mit A = (

> >
=
> >
>
>

c) Geben Sie eine Matrix F an, so dass gilt: A-F- y Z)

5 Sie haben als Auszubildende der ¢ ulte mbH den Auftrag, fiir ein Grillfest einzukaufen. Es
werden bendétigt: 80 Grillwirste, 17, 3rote 1, 2 Flaschen Ketchup, 3 Glaser Senf, 40 Liter Wasser
und 30 Liter Bier. Die Preise der Ware p: ., Stiick bzw. pro Liter lauten in der obigen Reihenfolge:
1,20€; 0,20€;1,20€; 0,99€; ,50€; 1,0 v€. Berechnen Sie mithilfe des Skalarproduktes den Ein-
kaufspreis.

6 Gegebenis. 'ier !Im wix N= 8 8)
a) Geben Sii ~n.. ©  der Nullmatrix verschiedene Matrix A an, so dass A - A = N gilt.

b) Geben Sie zv i von der Nullmatrix verschiedene Matrizen A und B an, so dass A - B = N gilt.

7  Geben Sie einen Spaltenvektor X an, so dass

2 5 3 3
a)(g_g X = g) b) |4 12 8|-X=[4

312 9
gilt.
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6 Einstufige Produktionsprozesse

Die Endprodukte sind z.B.
vier Schokoladensorten
und die Rohstoffe Kakao,
Zucker und Milchpulver.

Die Schulte GmbH stellt drei Sorten Schokola- UETTER: Inhalt in je 100g von

de her. Je 100 Gramm sind die Nahrstoffe ge- setzung Bitter Milch Truffel

maf3 Tabelle aufgelistet. Im Laufe eines Jahres BT 9,5 6,9 15

isst ein Junge 10 Tafeln Bitter-, 12 Taf(-?-ln Milch- el 35,5 515 35,5

und finf Tafeln Triiffelschokolade zu je 100 g. . s 265 402

Wie viel Eiweif3, Kohlehydrate und Fett nimmt € ! ! !
Sonstige 12,5 51 12,8

er dabei zu sich?

Mithilfe von Matrizen kann man Betriebsabldufe und Planungen sowie Kosten .. -~hnungen in
hervorragender Weise darstellen, beschreiben und berechnen. So werden unc schie .liche Roh-
stoffe zur Produktion verschiedener Endprodukte benétigt. Die jeweils ¢ .vo  be: ‘tigten Mengen
hangen linear von der zu produzierenden Menge ab. Man spricht vor lit  .«rer  erflechtung.

Eine Firma stellt vier Endprodukte E, bis E, her.

: Ror “offe in ME je Endprodukt
Pro Endprodukt werden drei Rohstoffe R, R, Rohstoff

Efl Ez E3 E4

und R, verwendet, und zwar in Mengen, die in [ : p 9 4
der Tabelle von Fig.1 angegeben sind. Die An-

gaben beziehen sich dabei auf 1 ME je Endpro- % 2 L 4 L

3 4

dukt, die Rohstoffe sind in Mengeneinheiten
(ME) angegeben. Fig.1
Die Firma bekommt einen Auftrag Ul 'r ~ie

. Auftrag E1 E2 E3 E4
Mengen aus Fig. 2.
Anzahl 40 30 45 35
Fig. 2

Fragestellung 1:
Welche Mengen an Roh=*ofl 1 R b.. .\, werden flir den Auftrag benétigt?
Die in Fig.1 aufgelis’ e Te elle s 3 Zeilen und 4 Spalten schreibt man als Matrix
3524
2141
433
Die Zahl a,,” “inc 2. Zeile und 3. Spalte gibt beispielsweise an, wie viel ME des Rohstoffs R,
zur Hers’ . ung er ME des Endproduktes E, bendtigt werden.
Die 3x4-M. ri* A, heifit Rohstoff-Endprodukt-(Verflechtungs-)Matrix.

40

Age =

~ |30
Die *-oduktionsmengen werden als Vektor (4 x1-Matrix) p = 45 geschrieben.
L~ Vektor heif3t Produktionsvektor. 35
Man erhalt den Produktionsvektor der Rohstoffe ER, wenn man die Rohstoff-Endprodukt-Matrix
Age mit dem Produktionsvektor EE der Endprodukte von rechts multipliziert:

40
3524 30 500
3R=ARE-HE= 21 41| 45| 325|. Damit werden 500 ME des Rohstoffs R,, 325 ME von R,
4334 35 525/ und 525 ME von R, bendtigt.

Fragestellung 2:

Wie hoch sind die Rohstoffkosten je ME der
Endprodukte, wenn die Kosten von Fig. 3 pro
ME Rohstoff zugrunde gelegt werden?

Rohstoffkosten fiir Rq Ry Rs
je ME in GE 5 7 6

20 Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen



5

Ist E’R = der Kostenvektor der Rohstoffe und EI =(5 7 6)der zugehorige Zeilenvektor, so

6
erhalt man den Kostenvektor EE fir jedes Endprodukt je ME, indem man E)Lmit der Rohstoff-End-
produkt-Matrix A, von links multipliziert:

3524
2141
4334
Die Rohstoffkosten in GE je Erzeugnis betragen fir E, 53, fur E, 50, fur E; 56 und fir E, 51.

KL=Kl Ay =(576) = (53 50 56 51)

Fragestellung 3:

Wie hoch sind die Rohstoffkosten fiir den ganzen Auftrag?

Man erhalt die Gesamtkosten R der fiir den Auftrag benotlgten Rohstoffe, |ndem man den Kos-
tenvektor k mlt dem Produktionsvektor der Rohstoffe pR multipliziert: R = kT pR Man kann
aber auch R kT pE bilden, also Kostenvektor der Endprodukte mal Produktlonsvektor

40
. 500 . 30
R= kT Pr=(576)-(325|=7925 oder R= kE-SE=(53 50 56 51)- 45 =7925
525 35
Die Rohstoffkosten betragen also 7925 GE.
Fragestellung 4:
Welchen Gewinn macht die Firma bei dem Auf- E, A E,
trag? . . .
Je Produkt entstehen Fertigungs-, Verwaltungs- SOTSt.'ge Kosten in GE A ; f0 | 210 | 220
und Vertriebskosten. Diese sonstigen Kosten 5E 0 EE B | 370 | 350 | 360
Fig. 1

und der Erlos sind aufgeschlisselt nach den
Produkten in Fig.1 angegeben.

Mit den Vektoren kT—(ZOO 240 210 220) und _’T—(B’IO 370 S0 360) berechnet man die
sonstigen Kosten und den Erlos mithilfe der Produkte S kg nundE=€[-p,.

40 40
30 _ 30

S =(200 240 210 220)- 45 =32350; E=(310 7. 350 360)- 45|° 51 850.
35 35

Damit betragen die sonstigen Kosten 2235¢ =E, der Erl6s belduft sich auf 51 850 GE.

Zur Berechnung des Gewinns G sinc' ro1. Srl’ s E die Rohstoffkosten R und die Fertigungskosten S
zu subtrahieren:

Gewinnin GE: G=E-S-R=51850 -.2350-7925=11575.

Einstufige Pr~du! ion\ 1 n Endprodukten aus k Rohstoffen:

In der Rohstor. “na, > ukt-Matrix Ap. werden in jeder Zeile die Mengeneinheiten eines
Rohstoftc =i._ ~ hen, die fiir die Produktion je einer Mengeneinheit des jeweiligen End-
produktes b. Atigt werden.

Der Produktionsvektor BE gibt an, wie viele ME von jedem Endprodukt erzeugt werden sol-
len. Der Produktionsvektor SR gibt an, wie viele ME von jedem Rohstoff ben&tigt werden.
Es gilt: Py =Ag " Pe-

Ist ER der Kostenvektor fiir die Rohstoffe und EE der Kostenvektor fiir die Endprodukte, so
gilt: KL=KL-A

Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen
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Die grafische Darstellung
in Fig. 1 nennt man
Verflechtungsdiagramm.

Beispiel Einstufige Verflechtung Bedarf an Kabeln (K) in Metern und an Endgeréaten
Ein Telefonanlagenbauer bietet drei Anlagen (E) in Stick:

T,, T, und T, an. Die dazu jeweils bendtigten

Kabel in m und Endgerate sind in Fig. 1 aufge- 30 °

listet. So werden fir die Installation der Stan-

dardanlage T, 30m Kabel und fiinf Endgerate GV

bendtigt, usw.

a) Erstellen Sie die Matrix A, und berechnen a
Sie den Bedarf an Kabel und Endgeraten fiir e

den Auftrag in Fig.1.

b) Was kostet jede Anlage, wenn 1m Kabel 10 a
0,50€ und jedes Endgerat 40€ kostet?
c) Wie hoch sind die Kosten fiir den Auftrag? Auftrag: 10xTy; 6xTy 57 3. Fig. 1

Lésung: a) Da zwei ,Rohstoffe” und drei
Endprodukte vorliegen, handelt es sich um eine (2 x 3)-Matrix, in der in ¢ 2r . Zeile die benétigten
Kabel, in der 2. Zeile die Endgeréte je Anlage stehen:

10
30 40 50 . = o
Age = ( - 10),- Produktionsvektor p . = g .

Damit gilt p, = A - P.. Die Rechnung ergibt, dass 7901 K- Lel und 148 Endgerte fir den Auftrag
erforderlich sind.

b) Esist Eg = (0,5 40) von links zu multiplizieren'. .. . . also EE = Eg -A
Die Anlage T, kostet somit 215€, T, kostet 346, . T, kostet 425 €.

¢) Die Gesamtkosten in Euro betrage . K=« pp=.15-10 +340-6 + 425-5 = 6315.

RE *

Aufgaben

1 Eine Fabrik stellt- .. 're. “rundstoffen R,,
R,, R, zwei Diingersc =n-  una o, her.
Fig.1 zeigt den Bedarf j. nne Diinger und die
Kosten der Grur-stoffe.
a) Stellen Sie die . 'atrix Age auf.
b) Wie vie’ Toi =n 1er Rohstoffe werden flir
100t D, unc 200t v, gebraucht?
c) Was kos ' . die Rohstoffe fiir je eine Tonne
T undD,?
d) . "= Rohstoffpreise flir R, erhohen sich um
= * die von R, um 10 %, wéhrend die von R,
" % fallen. Berechnen Sie die Anderung der
Rohstoffkosten je Tonne D, und D, in Prozent. in Euro 4 5 6

Fig. 2
2  Ein Hersteller verpackt ein Getrank G in drei Grofien G, (1 Liter), G, (2 Liter) und G, (5 Liter).
Fur die Herstellung von G werden vier flussige Rohstoffe R, R,, R; und R, bendtigt. Fir G, sind
dies von R, 01 Liter, von R, 0,2 Liter, von R, 0,55 Liter und von R, 015 Liter.
a) Geben Sie die zugehdrige Rohstoff-Endproduktion-Matrix A, an.
b) Die Firma stellt taglich 8000 Flaschen von G, 5000 von G, und 800 Flaschen von G, her.
Geben Sie die dazu taglich benétigten Rohstoffe in Liter an.
¢) Welchen Gewinn macht der Getrénkehersteller wochentlich, wenn an 5 Tagen pro Woche gear-
beitet wird und der Gewinn pro Flasche 5ct fiir die Grole G,, 12 ct fur die Grofie G, und 40ct fir
die Grofie G, betragt?

Kosten fur Rq R, Rs
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3 Ein Montagebetrieb stellt aus vier Bautei-
len B, bis B, drei Erzeugnisse E,, E, und E; her.
Die jeweils pro Erzeugnis benétigten Bauteile
sind in Fig. 1 angegeben. Dort stehen ebenso
die durchschnittliche Tagesproduktion und der
Erlos.

a) Wie viele ME der jeweiligen Bauteile wer-
den pro Tag benétigt?

b) Bestimmen Sie die Kosten der Bauteile fiir
je ein Erzeugnis.

c) Die Fertigungskosten, die Verwaltungs- und
Betriebskosten liegen bei ca. 20 GE pro Erzeug-
nis. Bestimmen Sie die téglich anfallenden
durchschnittlichen Kosten.

d) Berechnen Sie den téglichen Gewinn, wenn
die Produktion auch tatsachlich verkauft wird.

4 Bei der Herstellung dreier Brotsorten B,
B, und B, werden drei verschiedene Mehlsor-
ten M, M, und M, verwendet. Ihre Anteile je
kg sind in Fig. 2 angefiihrt.

a) Taglich werden 100 B,, 240 B, und 180 B,
gebacken. Wie viel kg Mehl von jeder Sorte
sind dann taglich erforderlich?

Bauteil

B
B,
B,
B,

Bauteile in ME
E E =
8 8 5
5 7 2
9 6 7
6 6 8

Tagesproduktion in ME:

Erzeugnis

Menge

Erlos in GE je ME:

Erzeugnis
Erlos in GE

Mehlsorte

M,
M,
M;

B,
0/1
05
0/1

E,
15

Eq
89

E
18

E;
85

Kosten je
Bauteil in GE

=
24

Es
84

Mehl in kg je Bro*

B,
0,7
2

,

B-
u,6
0,1
0,0
Fig. 2

b) Die Mehlkosten je kg liegen fir M, bei 0,40 €, bei M, bei 0,57 € 11 d rei M, ei 0,60€. Geben
Sie die Hohe der Mehlkosten fiir 1kg jeder Brotsorte an. Wie ho.  sind

gaben flir das Mehl?

‘e dglichen Gesamtaus-

) Essind noch 712kg von M, , 842kg von M, und 532kg van M. "1 der Backerei auf Lager. Wie
viele Brote jeder Sorte kann man damit noch backen?

5 Ein kleiner Betrieb stellt aus vier Rohstof-
fen zwei Salben S, und S, her. Die Zusammen-
setzung und die Rohstoffkosten sind in Fis: 3
angegeben.

a) Geben Sie die Rohstoffkosten fir 2a. “al-
bensorte an.

b) Die Fertigungskosten pro Salbe sit ' uop-
pelt so hoch wie die entsp’ = -henden Roh-
stoffkosten.

Die Verwaltunge- un= Betr, skosten sind insgesamt 3-mal so hoch wie die Rohstoffkosten.
Der Gewinn nro 5. Ye . ~ in der Hohe der Rohstoffkosten. Berechnen Sie den Verkaufspreis fir

S, und Sz'

Rohstoff

Ry
Ry
Rs
Ry

Rohstoff in g je Salbe

s,
80
8
6
6

S
80
10
10
0

Preis in ct
je g Rohstoff

5

50 Bei Aufgabenteil ¢) ist ein
80 LGS zu I6sen.

100
Fig. 3

c) Monatlichw den im Mittel 10000 Stlick von S, und 20000 Stiick von S, verkauft. Berechnen
Sie die pro Monat pendtigten Rohstoffmengen R, bis R,.
d) Wie hoch sind die monatlichen Rohstoffkosten und der monatliche Gewinn?
e) Die Rohstoffkosten steigen um 10%. Um wie viel wird die Salbe teurer, wenn die in Aufgaben-
teil b) genannten Voraussetzungen erhalten bleiben sollen?
f) Durch einen giinstigen Einkauf kann der Hersteller die Kosten von R, um 20 % senken, die von
R, um 10 %, wahrend die von R, um 12,5% steigen, die von R, sogar um 50 %.
Geben Sie die prozentuale Veranderung der Rohstoffkosten fiir jede Salbe an.
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Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen

Gleichungssysteme

1 Losen Sie das lineare Gleichungssystem rechnerisch und machen Sie die Probe.

a) Xq+2x,=5 b) 3x;+ x,=0 ) X t2x,=5
2%~ 3%y =-6 2X1+2x, =4 2x1=4x,=-10

d 05x-02x-3=0 e) 100x, = 250x, + 400 ) xg=x1-2
0,25x1 +0,5x, =15 2%1= —3Xy X1=X%Xp =1

2 Losen Sie das lineare Gleichungssystem rechnerisch und machen Sie die Probe.

a) X tXt x3=6 b) 2x;+4x,+ Xx3=16 0 Xt2x-3x3=4
2X1_X2+3X3=9 Xq _2X3=0 —2X,|— n, "6X3=_8
_X1+X2_ X3=_2 X1+ X2_3X3=4 X1 - /(3=2

3 Losen Sie das Gleichungssystem mit GTR oder CAS.

a) 2X1+3X2_4X3=46 b) X1+2X2_ 3X3=1 ) 5X1+3X2_ X3=14
7X1_6X2+2X3=_52 2X,|— X2+ X3=3 4X1+5X2_6X3=19
11X1_5X2+4X3=_40 _X1_7X2+10X3=2 X1_2X2+5X3=_5

4  L6sen Sie das Gleichungssystem durch Matrixurfo. dns n.

011 x| [2 231 %) . 10 1\ x| |3
Zur Erinnerung: a) [101]-x,|=[1 b)(321]- ",\ | = 0 |02 )-{x,|=1{-2
Rechenschema nach Falk: 111 \x 3 123 \XBI 36; 12 0 X5 1
3 0 12 1
. : 5 Gegeben ist die Matrix A unc'der v “tor .nit A=[1-23|;C=| 0
t a) Berechnen Sie den Vektorkb = A~ ~ 2 20 -1
265\ 2:3+6-4+55  b) Losen Sie das Gleichungssvstc 1A~ =C.
590|/53+9-4+0-5 0 12 1
6 14l16-3+1-4+4-5 G Gegeben ist die 1atri A L. ¥ der Vektor € mit A={1 -2 3|; C=|1].
1715 2

Das Gleichungssystem A~ = ¢ hat unendlich viele Lésungen. Bestimmen Sie unter diesen die
spezielle Lésung it der angegebenen Eigenschaft.

a) Das 3.Ele. =nt¢ - Losungsvektors ist 0.

b) DieS" « ne« Jdem 2.und 3. Element des L&sungsvektors ist 0.

Re inen m.. Matrizen

7 egeben sind die zwei MatrizenA=( 23 1) und B = (_2 0 5).
. ) L -4 10 4 -3 2
L “echnen Sie, wenn dies mdglich ist,
,A+B b) A-B o 2-A d) 2-A-B e) 10-A+20-B
1-1 1 10 -2 100
8 Berechnen Sie fiir die Matrizen A=|{-1 1 0|; B={23 1|, E=(0 10
0 11 11 0 001
a) A-B b) B-A c) A? d) B-A-B e) (E-B)-(B- E)
9 Klammern Sie einen moglichst grofien Faktor aus:
44 22 88 b2 a-b b
a) A=[176 66 -22 b) B=|aZ-b a-b? b3
154 —44 242 b b4 a*-b
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Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen

124 011
10 Gegeben sind die Matrizen M={0 1 0| und N={1 0 2|.
202 123
a) Bestimmen Sie die Matrix X mit M + X = N.
b) Berechnen Sie die Matrix X mit 2-N +X=M - N.
¢) Berechnen Sie X mit M-X = N.
d) Bestimmen Sie XmitM+N=2-M-N-X
11 Losen Sie mit den Matrizen von Aufgabe 10 die Matrizengleichung. O ist die Nullmatrix. Beachten Sie:
a) M+0-N=M+X b) M- E=X-M-X A X-(N-B)=M d) (E-N)-X=E X=EX=X-E
Produktionsprozesse
12 Eine Anlagenbau-Firma bietet drei Anla- Bedarf an Kopplungen (K) in Metern und an

Rohren (R) in Sttick:

gen A,, A, und A, an. Die dazu jeweils bendtig-
ten Rohre in Meter und Kopplungen sind in
Fig.1 aufgelistet. So werden z.B. flir die Instal-
lation der Standardanlage A, 200 m Rohre und
8 Kopplungen bendtigt, usw.

a) Erstellen Sie die Matrix Age und berechnen
Sie den Bedarf an Rohren und Kopplungen bei
dem nebenstehenden Auftrag.

b) Was kostet jede Anlage, wenn 1m Rohr
4,50€ und jede Kopplung 9,60 € kostet?

¢) Wie hoch sind die Kosten flir den gesamten
Auftrag? /ftrag 2XAq; 5XAy; 4% Ag.

Fig. 1
13 In einem Werk werden drei Produkte E, bis
E, hergestellt. Nach Herstellung durch eine

Produktionszeit in min von 1 ME

Maschine erfolgt die Qualitatskontrolle, am i E2 B

Ende wird verpackt. Maschine M 10 12 24

a) Bestimmen Sie die fiir den Auftrag von + ~ntrolle K 1 2

Fig. 2 bendtigten Maschinen-, Kontroll-una Verpackung V 1 1 2

Verpackungszeiten. Maschinenkosten pro Minute: 4 GE

b) Die Kosten pro Minute fiir M, I.ur V sind Qualitétskontrolle pro Minute: 6 GE

gegeben. Bestimmen Sie die Kosteni ;e 1 ME Haperdhuingesisn o [l S

der drei Erzeugnisse und & chlieRend die Ge- | Auftrag By E Es

samtkosten des Auftrag Anzahl 150 300 250
Fig. 2

14 Die Br« ~ter, °., b, und B; werden aus den Mehlsorten My, M,, M5 gebacken. (Fig. 3) B, B, B

a) Eswerden ‘alicii .00 Laibe B;, 240 Laibe B, und 180 Laibe B; gebacken. Wie viel Kilogramm
Mehl jeder Sorte ird bendtigt?

b) M, kostet 0,40 € je kg, M, 0,50 <€ je kg und M3 0,60 <€ je kg. Wie hoch sind die téglichen Mehl-
kosten?

¢) Es sind noch 700kg von M;, 840kg von M, und 532 kg von M; auf Lager. Wie viele Brote lassen Fig. 3
sich damit backen? Fiir wie viele Backtage wiirde der Vorrat ohne Zukauf ausreichen?

M, 010206
M, | 05| 02| 01
Ms | 0103 0
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Riickblick

Lineare Gleichungssysteme

Beim Gauf3-Verfahren 16st man ein lineares Gleichungssystem mit 2, 3, 4
und mehr Variablen, indem man es mithilfe von Aquivalenzumformun-
gen auf die Stufenform oder Diagonalenform bringt.

. ay ap ... a
Matrizen aﬂ a12 a“‘

Ein Zahlenschema A= | “Z' 2 " “2"| mit m Zeilen und n Spalten
Am1 @m2 --- @mn

wird als (m x n)-Matrix A bezeichnet.

Rechnen mit Matrizen

Matrizen kénnen addiert bzw. subtrahiert werden, wenn sie vom glei-
chen Format sind.

Die Matrizenmultiplikation l&sst sich durchfiihren, wenn die Anzahl de*
Spalten der ersten Matrix mit der Anzahl der Zeilen der zweite . M~ i
Ubereinstimmt. Die Matrizen diirfen dabei nicht vertauscht we, * n.

Ein Sonderfall ist das Skalarprodukt — die Multiplikation ~iiier Zei vek-

tors mit einem Spaltenvektor.

26 Gleichungen - Matrizen - Verflechtungen

X *+3x,=5
2X1+ 3%, =7 Zeile 2 — 2-Zeile 1
X1t 3X2 =5
-3x,=-3 Zeile 2:(-3)
X1t 3% =5 Zeile 1-3-Zeile 2
X2=1
X1 =2 Zeile 1+ 3-Zeile 2
— 2
Xy =1 Losung: x = ’I)'

Matrixdarstellung de G’ ichung:

(1 3| x| _ 5
2 3/ \xp \’/,
) 3 12
=y 4)" B‘(z 3)
8 13 4 1M
A'B_(9 14)" B'A_(Ms)



Training

1 Losen Sie das Gleichungssystem und kontrollieren Sie das Ergebnis mit dem Rechner.

a) 3X1_4X2:_7 b) 2X1+4X2+ X3:17 C) X1+2X2+3X3:6
X1t X2=7 X1_2X2+4X3=0 2)(1_ X2 =1
3X1+2X2_4X3=8 3Xf|+ X2+3X3=4

2 Losen Sie das Gleichungssystem. Bestimmen Sie in Aufgabenteil b) einen Lésungsvektor so,
dass dessen 2. Element 1 ist.

6 7 -4\ |x -20 2 3 -6\ x4 -1 6 3 « 9
a) |3 -8 2|-[x]=| 25 b) |12 =5]: (x| =[-2 c) 1—2-(X1)= 14
12 2] \xg] \-3 111 \x 1 I |
3 Gegeben sind die Matrizen A, B und C und die Vektoren d und €.
112 41 3
A=|123|; B= 03;c=(3§g); d=(0]; €7=(3 2.
231 21 4
Berecﬁnen Sie, sofern dies moglich ist, die zugehorige Matrix.
a) A-d b) A-B c) B-A d) B-C e) C-B
f) eT-C g) B-d h) B-eT i) A2 ) B2
4 Gegeben sind die Matri Bestimmen Sie
a) A-C b) B-D c) (A+B)-C d A-B)-N 2) (A-B)-(C+D).
. ) . 73 2 -4) ,
5 Gegeben sind die Matrizen A = 25 und B = 3 4 Ber.. ‘mer ".e
!
a) A-B b) B-A c) AT-A d) B-BT-R Q) b4-A f) (AT-B)T.
0
6 Firjeden Wert fiirr (re R, r +0) isteine M- ... *.« —ch A = (1 (: gegeben.
r
Ermitteln Sie, welche besondere Eigenschaft dic ™ adrate A2 dieser Matrix aufweisen.
7 P . ab . . 10
Fir eine Matrix A = (c d) mit a,b,¢, '€R und b-c*0 soll gelten: A, =b-c- 01/
Welche Eigenschaften missen die F' \m. te 1, b, c und d aufweisen, damit dies gilt?
8 Fig.1gibt an, wie viele Jeanshost * +, B, C
und D ein Hosenladen mor - lich verkauft.
Der Preis je Stlick betra, fln  120€, fiir B A B c D
80€, fur C160€ unc “ir L '0«. Ermitteln Sie Mai 200 210 110 240
den monatlichen mse.  * 1d den Gesamtum- Juni 220 200 90 260
satzin€. Juli 190 230 120 220
. . . Fig.1
9 Ein Unternehinen produziert die Produkte
E,, E,, E5 auf den Maschinen My, M, und Ms.
Fig. 2 enthélt die Tabellen der Maschinen- BB B BB B
durchlaufzeiten der Produkte und die Produk- My 10 | 8 | 5 Marz| 120 | 140 | 80
tionszahlen fiir die Monate Marz und April. M, | 8 7 7 April | 125 | 140 | 100
Berechnen Sie die in den Monaten Marz und April | p, = 9 | 2 g 1durchlaufzeiten. Fio 2
ig.
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