9 Vierfeldertafeln - bedingte Wahrscheinlichkeiten

Fig. 1

In der Vierfeldertafel
tragt man Wahrschein-
lichkeiten oder absolute
Zahlen ein.
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Z Z
R 15% 12% 27%
R 45% 28% 73%
60% 40% 100%

Vierfeldertafel mit Wahrscheinﬂchkeiten
Z: mit Gewicht zufrieden Z: unzufrieden
R: Raucher R: Nichtraucher

Jugendliche wurden nach Rauchverhalten und
Zufriedenheit mit dem Korpergewicht befragt.
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass der
Befragte mit seinem Gewicht zufrieden ist?
Wie andert sich die Wahrscheinlichkeit, wenn
man weif3, dass man einen Raucher befragt?

Wenn man in statistischen Erhebungen zwei Merkmale wie z.B. Geschlecht und K&rpergrofie
gleichzeitig untersucht, kann das Vorwissen tber ein Merkmal die Wahrscheinlichkeiten des
anderen beeinflussen. Man spricht von bedingten Wahrscheinlichkeiten.

Das lasst sich mithilfe einer Urne verdeut-
lichen. Aus der Urne (Fig. 1) wird eine Kugel
gezogen. Die Wahrscheinlichkeit, eine mar-
kierte (Ereignis M) zu erwischen, ist

P(M) = % = 50%, denn von den 10 Kugeln
sind 5 markiert (letzte Zeile von Fig. 2). Wenn
man aber schon weif3, dass die gezogene
Kugel rot ist (etwa weil die roten Kugeln sich
anders anfiihlen), ist in Fig. 2 nur die erste
Zeile relevant. Die Wahrscheinlichkeit fir
,Markierung” erhéht sich auf % =75%, denn
es kommen nur noch 4 Kugeln infrage, von
denen 3 markiert sind.

Das Vorwissen (ber die Farbe dndert also die
Wahrscheinlichkeit fiir eine markierte Kugel.

Vierfeldertafel
mit ohne Summe
Punkt (M) Punkt (M)
rot (R) 3 | 1 4
nicht rot (R) 2 4 6
Summe 5 5 10
Fig. 2

Es lassen sich einige Wahrscheinlichkeiten
direkt entnehmen:

P(R)=75,P(R) =  (rechte Spalte)

P(M) = %, P(M) = % (letzte Zeile)
P(RNM) = % (erstes Feld, erste Zeile)

Man bezeichnet die Wahrscheinlichkeit fiir eine Markierung (M) unter der Bedingung rot (R) als
bedingte Wahrscheinlichkeit und schreibt Py (M) = % =75%.

Man erhalt sie, indem man den Inhalt der ersten Zelle von Fig. 2 durch die zugehérige Zeilen-
summe teilt. Ebenso verdndert das Wissen tber die Markierung die Wahrscheinlichkeit der
Farbe: Die Wahrscheinlichkeit fir rot ist P(R) = %.Wenn man weif, dass die Kugel markiert ist
(M), wachst sie auf Py, (R) = 33 Man teilt den Inhalt der ersten Zelle von Fig. 2 durch die zuge-

hdrige Spaltensumme.

Je nachdem, welches Merkmal (Markierung oder Farbe) man zuerst betrachtet, ldsst sich die in
der Vierfeldertafel steckende Information in unterschiedlichen Baumdiagrammen darstellen.

P(R) =15

PeM) =2

PROM)=15-3=2

Fig. 3 erst Farbe, dann Markierung

3

PMnR) -3-2-2

Fig. 4 erst Markierung, dann Farbe



O Eine 8-Feldertafel-Auf-
gabe zum Uben befin-
det sich auf Seite 215
(Aufgabe 4).

Auch das Fuihlen der
Stirntemperatur ist ein
beliebter Schnelltest.
Erhohte Temperatur (+)
wird als Indiz fiir eine
Infektion (K) gedeutet.
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3 In die Klasse 7c gehen 20 Jungen und 12 Madchen. Jeder vierte Junge und drei von vier M&d-
chen spielen ein Instrument. Frau Jdger hort jemanden musizieren. Mit welcher Wahrscheinlich-
keit handelt es sich um ein M&dchen?

4 3) Wie kdnnte sich eine Klasse mit 30 Kindern zusammensetzen, in der die meisten Jungen
Fu3ball spielen, aber die meisten Fufiballspieler Madchen sind?
b) A bedeute ,Junge”, B ,Fuflballspieler”. Berechnen Sie fiir lhr Beispiel P,(B), P(B), Pg(A), P(A).

5 In einer Fabrik werden von Montag bis Mo. =G | Sumie
Freltég taglich 200 Autos .produ.2|ert. Y 180
Dabei werden montags die meisten Mangel o
K R . . . mit Mangeln
produziert. Ab Dienstag sinkt die Méngelrate
Summe 200 800 1000

auf 4% taglich. Vervollstandigen Sie die Vier-

feldertafel und bestimmen Sie Fig. 1
a) die Wahrscheinlichkeit, ein Auto mit Mangeln zu erhalten.

b) die Wahrscheinlichkeit, ein Auto mit Mangeln zu erhalten, das an einem Montag produziert wurde.
c) die Wahrscheinlichkeit, dass das Auto an einem Montag produziert wurde, wenn man weif3,
dass es Mangel hat.

6 a) Ubersetzen Sie das nebenstehende

Baumdiagramm in eine Vierfeldertafel. 0,4 06
b) Konstruieren Sie ein zweites Baumdia- A B

. 0,6 0,4 02 0,8
gramm, das zur Vierfeldertafel passt.
c) Denken Sie sich einen Kontext aus, zu dem K L K L
die Baumdiagramme passen kdnnten. 024 016 012 0,48

7  Mithilfe von Tests versuchen Mediziner K:Krark | G- gesund Summe

herauszufinden, ob eine bestimmte Erkran- Test + 015 01 0,25
kung vorliegt: In der Sprache der Mediziner Tasii = 0,05 0,7 0,75
spricht dabei ein positives Testergebnis fir SR 0,2 08 1

das Vorliegen der Erkrankung. Fig. 2
Lesen Sie aus der Vierfeldertafel ab, wie grof3 + bedeutet: der Test schldgt an

die Wahrscheinlichkeit ist, dass - bedeutet: negatives Testergebnis

a) ein Patient mit positivem Testergebnis tat-

sdachlich krank ist,

b) der Test bei einem Kranken tatsdchlich anschlagt (positiv ist).

c) Prufen Sie die Giiltigkeit der Ungleichungen P (K) > P(K) bzw. P-(K) < P(K) und fassen Sie
die Bedeutung dieser Ungleichungen in Worte.

Zeit zu liberpriifen

8 Eine der Zahlen 1,2, 3, ..., 100 wird zuféllig ausgewahlt.

a) Wie grofR ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Zahl ein Vielfaches von 5 ist, wenn man weif3,
dass sie ein Vielfaches von 4 ist?

b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Zahl ein Vielfaches von 5 ist, wenn man weif3,
dass sie ein Vielfaches von 4 und ein Vielfaches von 3 ist?

9 a) Ubertragen und ergénzen Sie die 7 = Summe
unvollstédndige Vierfeldertafel aus Fig. 3. Notie- R 30% 40%
ren Sie zwei zugehdrige Baumdiagramme. R 30%

b) Lesen Sie mdglichst viele bedingte Wahr- Summe 60%

scheinlichkeiten ab. Fig.3

Lésungen zu ,Zeit zu Uberprifen”, Seite 273



Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen

O Wiederholen und Uben

1  Timo bietet an, beim Wiirfeln den dreifachen Wert der Augenzahl (in €) auszuzahlen.
Welchen Einsatz misste er verlangen, um langfristig bei jedem Spiel 50 Cent zu gewinnen?

2 Ein Lego-Vierer (Laplace-Wiirfel) wird zweimal geworfen. Beschreiben Sie folgende Ereig-

e
o
nisse durch Angeben von Mengen und bestimmen Sie die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten. ; e
a) Mindestens ein Wiirfel zeigt die 6. 1 2 3 4 5 6 \J
b) Beide Augenzahlen sind gleich. v BB 1 1 1 1 1
c) Beide Augenzahlen sind unterschiedlich. 6 6 6 6 6 6
d) Die Augensumme liegt tiber 10. JVierer” | 75% | 75% | 43% | 27% | 75% | 75%
e) Die Augensumme liegt unter 15.
3. Qle neb.ensFehenc.ie 8-Feldertafel z.elgt, Note 1 ) 3 4
wie die Schriftbilder einer Klassenarbeit von 2 103 197 45
einem groflen Gremium aus Schiilern und Leh- Junge
Mé&dchen 142 232 88 17

rern bewertet wurden. Bestimmen Sie die be-
dingten Wahrscheinlichkeiten dafir, dass eine
mit 1 bzw. 2, 3, 4 bewertete Arbeit von einem Jungen stammt.

4 3) Ubersetzen Sie das nebenstehende
Baumdiagramm in eine Vierfeldertafel.

b) Erstellen Sie ein Baumdiagramm, in dem C 1 A 3 1 B 1
und D auf der ersten Stufe stehen. Z/ \Z E/ \5
¢) Bestimmen Sie die bedingten Wahrschein- C D C D
lichkeiten P, (C) und P (A) und formulieren Sie A: Mutter ist blond”

eine Aussage im Kontext von Haarfarben. C: ,Tochter ist blond”

d) Untersuchen Sie A und D auf Unabhéngigkeit.

il
3 3

@ Vertiefen und Anwenden

5 Ein roter und ein schwarzer Laplace-Wiirfel werden gleichzeitig geworfen.

a) Bestimmen Sie die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsverteilung und deren Erwartungswert.
i) Die Augenzahl des roten wird von der Augenzahl des schwarzen Wirfels subtrahiert.

ii) Die kleinere Augenzahl wird von der groeren subtrahiert.

b) Sandra wirft zwei Wiirfel und addiert die Augenzahlen. Heiko nimmt nur einen Wiirfel und
verdoppelt die Augenzahl. ,Das kommt aufs Gleiche hinaus.”, meint er. Nehmen Sie Stellung.

6  Ein Tetraeder wird so lange geworfen, bis eine Seite zum zweiten Mal unten liegt. Bestim-
men Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Anzahl der Wiirfe sowie den Erwartungswert.

7 Immer wieder gibt es Fragestellungen, bei denen man wissen will, wie oft ein Experiment
durchgefiihrt werden muss, damit mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit ein bestimmtes
Ereignis mindestens einmal eintritt.

a) Wie oft muss man mit drei Wirfeln mindestens wiirfeln, damit mit einer Wahrscheinlichkeit
von wenigstens 95 % mindestens ein Vierer-Pasch (alle Wiirfel zeigen eine Vier) auftritt?

Tipp: Betrachten Sie das Gegenereignis. P(E) =1 - P(E).

b) Eine Basketballspielerin trifft mit einer Wahrscheinlichkeit von 61% bei einem Freiwurf in den
Korb. Wie oft muss sie mindestens werfen, damit sie mit einer Wahrscheinlichkeit von wenigs-
tens 99 % mindestens einmal getroffen hat?
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