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80E  III  Funktionen

5E  Scheitelpunktbestimmung – quadratische Ergänzung

  Um die Anzahl der Plättchen in der 
nebenstehenden Figur zu zählen, werden 
verschiedene Terme vorgeschlagen:

–   Erläutere, warum alle drei Terme die An­
zahl der Plättchen richtig beschreiben.

–   Erstelle zu den Termen A, B und C jeweils 
eine Zeichnung wie in nebenstehender Fi­
gur und gib wie oben die zwei fehlenden 
Terme an.

Ist die Funktionsgleichung in der Scheitelform  y = a   2 x – d 3  2  + e  angegeben, kann man 
den Scheitelpunkt S (d | e) direkt ablesen. Wenn nun die Funktionsgleichung in der Nor­
malform  y =  a x 2  + b x + c  angegeben ist, muss man diese zunächst in die Scheitelform 
umformen, um den Scheitelpunkt ablesen zu können.

Wenn man beispielsweise die Funktionsgleichung  y =  x 2  – 6 x + 15  in die Scheitelform  y 
= a   2 x – d 3  2  + e  überführen möchte, kann man in drei Schritten vorgehen. 
1. Schritt: Bei dem Funktionsterm wird 
zunächst nur der Teilterm   „x 2  – b x“  betrach­
tet. Dieser entspricht in der 2. binomischen 
Formel dem Term   „x 2  – 2 x d“.  Um   
 „x 2  – b x“  in den Klammeraudruck   
  2 x – d 3  2   zu überführen, sucht man nun den 
Wert für d, um  d 2  ergänzen zu können.
2. Schritt: Aus   x 2  – b x =  x 2  – 2 x d  erhält 
man durch Vergleichen, dass  b = 2 d,  also 
d =   b _ 2    ist. Der Faktor vor dem x wird dem­
nach halbiert.  d 2  wird ergänzt und wieder 
subtrahiert, sodass sich der Wert des Terms 
nicht ändert.
3. Schritt: Aufstellen des Klammeraus­
drucks    2 x – d 3  2  mithilfe der binomischen 
Formeln und Berechnen von e.

y  =  x 2  – 6 x + 15 
=  x 2  – 6 x  + 15 
 
=  x 2  – 6 x +  d 2  –  d 2  + 15 =   2 x – d 3  2  –  d 2  + 15

d =   6 _ 2   = 3, also ist  

y =  x 2  – 6 x +  3 2  –  3 2  + 15 

Liegt eine quadratische Funktion in der Form f  2 x 3  =  x 2  + b x + c vor, so kann man die 
Normalform mithilfe der quadratischen Ergänzung in ihre Scheitelform (mit dem 
Scheitel S)  f  2 x 3  =   2 x – d 3  2  + e überführen:

 x 2  + b x + c =  x 2  + b x +   2   b _ 2   3  2  –   2   b _ 2   3  2  + c =   2 x +   b _ 2   3  2  –   2   b _ 2    3  2  + c  mit  S  2 –   b _ 2   | –   2   b _ 2    3  2 + c 3 
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x · x + 2 · 3 · x + 3 · 3 + 4

  2 x + 3 3  2  + 4  x 2  + 6 · x + 13

A:  x 2  + 6 x + 17

B:  x 2  + 10 x + 26 C:  x 2  + 8 · x + 19

Fragt man beispielswei-
se nach dem höchsten 
Punkt der Flugbahn 
eines Balles, dann sucht 
man den Scheitelpunkt 
des entsprechenden 
Funktionsgraphen.

1. binomische Formel 
 x 2  + 2 x d +  d 2  =   2 x + d 3  2 

2. binomische Formel 
 x 2  – 2 x d +  d 2  =   2 x – d 3  2 

12222344445
  = 0,  daher ändert sich der Wert 

des Terms durch diese Er­
gänzung nicht.

erst halbieren –
dann quadrieren

122222234424445 1222223444445
y =   2 x – 3 3  2   + 6

nach der 2. 
binomischen 

Formel

Bei y =  x  2  + 6 x + 15 
erhält man  
y =   2 x + 3 3   2  + 6  
=   2 x –  2 – 3 3  3   2  + 6  
mit S  2 – 3 | 6 3 
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III  Funktionen  81E

Hinweis: Liegt die quadratische Funktion 
in der Form  f (x) =  ax 2  + b x + c  vor, wird 
der Faktor a zunächst ausgeklammert. 
Mit der Rechnung auf Seite 18 erhält man 
die Scheitelform.
oder: 
Man klammert nur teilweise aus (c bleibt 
stehen) und formt dann wie oben um.

Beispielsweise:  f (x) =  2 x 2  – 12 x + 30
 
f (x) = 2 ·  2  x 2  – 6 x + 15 3   wird zu
f (x) = 2 ·  2   2 x – 3 3  2  + 6 3  = 2   2 x – 3 3  2  + 12

oder:
f (x) = 2 ·  2   x 2  – 6 x 3  + 30  wird zu
f (x) = 2 ·  2   2 x – 3 3  2  – 9 3  + 30 = 2   2 x – 3 3  2  + 12

Beispiel  Bestimmen des Scheitelpunkts in einer Anwendungssituation
Die Flugbahn eines Basketballs wird durch 
die Funktion  f (x) = –  2 x 2  + 6 x + 2,4  (für 
x   0) beschrieben, wobei x die horizontale 
Entfernung vom Abwurfpunkt und y die 
Höhe des Balls in Meter angibt. 
a)  In welcher Höhe ist der Ballabwurf?
b) Wie hoch muss die Hallenhöhe sein, da­
mit der Ball nicht die Decke berührt?
Lösung:
a)  Der Ball wird bei  x = 0 abgeworfen. Mit f (0) = 2,4 ergibt sich eine Abwurfhöhe von 2,4 m.
b) Die maximale Höhe des Balles entspricht dem Scheitelpunkt der dazugehörigen Parabel. 
Um ihn zu bestimmen, kann man die Funktionsgleichung in die Scheitelform überführen.
1. Schritt:  y = –  2 x 2  + 6 x + 2,4 = – 2 ·  2  x 2  – 3 x 3  + 2,4
Aufgrund des Teilterms „– 3 x“ muss man hier die 2. binomische Formel verwenden.
2. Schritt:  d = 3 : 2 = 1,5
3. Schritt:  y  = – 2 ·  2  x 2  – 3 x +  1,5 2  –  1,5 2  3  + 2,4 

= – 2 ·  2  x 2  – 3 x +  1,5 2  3  – 2 ·  2  –  1,5 2  3  + 2,4 
 
= – 2 ·     2 x – 1,5 3  2   + 6,9

Der Scheitelpunkt liegt in S  2 1,5 | 6,9 3 . Die Halle müsste demnach mindestens 6,9 m hoch 
sein.

Aufgaben

1 Überführe die angegebene Normalform der quadratischen Funktion f in die Scheitel­
form. Gib an, welche binomische Formel du verwendest hast.
a)  f (x) =  x 2  – 6 x b) f (x) =  x 2  – 8 x c)  f (x) =  x 2  + 14 x d) f (x) =  x 2  – 3 x
e)  f (x) =  x 2  –   7 _ 3   x f)  f (x) =  x 2  – x g) f (x) =  x 2  + 8,4 x h) f (x) =  x 2  +   3 _ 2   x

2 Überführe in die Scheitelform.
a)  f (x) =  x 2  + 8 x + 7 b) f (x) =  x 2  – 12 x + 1 c)  f (x) =  x 2  – 10 x + 25
d) f (x) =  x 2  + 20 x + 50 e)  f (x) =  x 2  + 6 x + 1 f)  f (x) =  x 2  + 9 x – 9,75
g) f (x) =  x 2   – 7 x + 20,25 h) f (x) =  x 2  + 18 x + 80   1 _ 2   i)  f (x) =  x 2  – 9 x – 9   3 _ 4  

3 Überführe in die Scheitelform. Klammere zunächst einen geeigneten Faktor aus.
a)  f (x) =  3 x 2  + 15 x + 6  b) f (x) =  5 x 2  – 10 x – 15  c)  f (x) =  2 x 2  + 8 x + 3
d) f (x) =  10 x 2  – 70 x + 40  e)  f (x) = –  x 2  + 16 x + 2  f)  f (x) = –  x 2  – 4 x – 5
g) f (x) =  –3 x 2  + 12 x + 9  h) f (x) =  – 4 x 2  – 36 x + 32  i)  f (x) =  – 4 x 2  – 8 x – 8
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x

c Mithilfe eines Funk-
tionsplotters kann man 
seine Rechnung durch 
Zeichnen des Graphen 
kontrollieren
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Du kannst deine Ergeb-
nisse auch überprüfen, 
indem du das Quadrat 
wieder ausmultiplizierst.

Man kann auf zwei 
verschiedene Arten aus-
klammern. 
Aus f (x) =  2 x 2  – 12 x + 30 
wird entweder 
f (x) = 2 ·  2  x 2  – 6 x + 15 3  
oder  
f (x) = 2 ·  2  x 2  – 6 x 3  + 30.
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82E  III  Funktionen

4 Welche Funktionsgleichungen gehören zusammen? Begründe deine Entscheidungen.

5 Die Leistung P einer Turbine hängt von der Drehzahl n ab. Der Zusammenhang wird 
mithilfe der Funktion  P (n) = 300 n –  0,8 n 2   modelliert, wobei P die Leistung der Turbine in 
der Einheit Watt (kurz W) angibt. Bei welcher Drehzahl sollte die Turbine betrieben werden? 

6 Ein Unternehmen bietet Reithelme zu 
einem Verkaufspreis von 39,00 € an. Eine 
Marktanalyse ergab, dass sich der tägliche 
Gewinn G (in €) bei ei nem Verkaufspreis 
x (in €) mit folgender Formel berechnen 
lässt:  G = –  x 2  + 70 x – 1000. 
Zu welchem Verkaufpreis sollte das Unter­
nehmen die Reithelme verkaufen?

Bist du sicher? 

1 Überführe in die Scheitelform.
a)  f (x) =  x 2  – 4 x + 11  b) f (x) =  2 x 2  – 14 x + 3,5  c)  f (x) =  – 3 x 2  + 12 x – 1,2

2 Wird eine Kugel mit einer Abwurfge schwindigkeit von 8 m/s senkrecht nach oben 
geworfen, so kann man ihre Höhe (in m) mit der Gleichung  h (t) = – 5  t 2  + 8 t  ange nähert 
berechnen. Hier ist t die Zeit seit dem Abwurf (in s). Stelle den dazugehöri gen Graphen in 
einem Koordinatensystem dar. Nach welcher Zeit erreicht die Kugel ihre maximale Höhe? 
Wie groß ist diese?

7 Die Flugbahn eines Fußballs nach 
einem Freistoß kann annähernd durch die 
Funktion f mit der Funktionsgleichung   
y = – 0,00625  x 2  + 0,15 x + 2,5  beschrieben 
werden. Hierbei entspricht x (in m) der ho­
rizontalen Entfernung des Balles zur „Spie­
lermauer“ und y (in m) der Höhe des Balls.
a)  Notiere, welche vereinfachenden Modell­
annahmen getroffen wurden.
b) Welche Höhe hat der Ball über der  
„Spielermauer“, welche hat er, wenn er sich 
in einer horizontalen Entfernung von 4 m 
vor bzw. hinter der „Mauer“ befindet?
c)  Bestimme die maximale Höhe des Balls.
d) Kann das Foto die Situation darstellen? 

Suche im Internet, wel-
che Art von Turbine hier 
abgebildet ist.

f (x) =   2 x + 3 3  2  + 4 g (x) =  x 2  + 14 · x + 102 h(x) = (x –  7) 2  – 53

i (x) = 2 ·   2 x + 4 3  2  + 9 j (x) = 2   2 x – 3 3  2  + 9 k (x) = – 2   2 x + 3 3  2  + 7

l (x) =  2 x 2  – 12 x + 27 m (x) =  x 2  – 14 x – 4 n (x) =  x 2  + 6 x + 13

o (x) =   2 x + 7 3  2  + 53 p (x) =  – 2 x 2  – 12 x – 11 q (x) =  2 x 2  + 16 x + 41
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